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Classe de Seconde (Sections C et D) 












Opérations sur les nombres positifs ou négatifs. | 
Monômes; polynômes; termes semblables, % AO EE à 
Operations. —- Addition, soustraction, multiplication des monêmes et de 
 polynômes. 3 


PTE des monômes, 





deux inconnues, k 
Problèmes, mise en équation. Discussion des résultats. 
Variation de l'expression ax + b; représentation graphique. 
Équation du second degré à une inconnue. (On ne fera pas la théorie dns À 
ginaires). Relations entre les coefficients et les racines. 
Existence et signe des racines. Étude du trinôme du second degré. 






du second degré; représentation graphique. 
TT TETE représentation cran then 
+  Progressions ncith ét ques et progressions géométriques, Logarithmes. 
Usage des tables de logarithmes à quatre ou cinq décimales. D 0 
Intérêts composés, 


Variation de l'expression = 

















de familiariser les élèves avec l'usage des täbles. 
Les professeurs pourront donner des indications très sommaires sur la thé 
déduite soit de l'étude des progressions, soit de l’étude des exposants, 


Classe de Première (Sections © et D) 





Équation et trinôme du second degré. Exemples numériques où la ‘variab 
. peut être une ligne trigonométrique, 

Notion de la dérivée; signification géométrique de la détèe Ta signe de. 
la dérivée indique le sens de la variation, applicatins à la variation des 
fonctions | 

ax + b ï 

a x+b!? x 
art me bzx® + ex + d où les coefficients sont numériques, 

Étude d'un mouvement rectiligne uniforme ou uniformément varié 

Définition de la vitesse et de l'accélération dans un mouvement rect 
par les dérivées, s 





+bz+e, az+b—, et à la variation de la fonction 










| AT D atone apportées en 1905 et en 1912 aux pro- 
“grammes de 1902 sont, en MR peu importantes. La plus 


ji gramme de Péetlière : ce HUE étant en même temps 
. un programme d'examen, il a paru nécessaire de le rendre 
précis au lieu de se borner aux mots vagues de revision et 
‘applications. Mais, en réalité, il n’y aura presque rien de 
changé, car les applications spécifiées dans le programme 
étaient en Évnéral données en exercices par les professeurs : ; 


ARR | 108 pour tenir compte du fait que l’Algèbre prend 
x plus d'importance en Première, } ai ajouté une centaine de nou- 
veaux exercices ; je les ai placés à la fin, de manière à n'avoir 
, | pas à modifier le numérotage des anciens; mais ils sont 


_ traités en même temps que ceux qui se trouvent à la fin des 
_ chapitres’ Il y en a cependant quelques-uns, que l’on recon- 
naîtra aisément et qui constituent plutôt des compléments au 
cours. On m'avait demandé d’introduire dans le texte certains 
de ces compléments; je ne l'ai pas fait, voulant ne pas 
contribuer à enfler le programme. Car il me paraît certain 
que l'enflure des programmes, sous l'influence combinée de 
Certains examinateurs et de certains préparateurs d'examens, 
est une plaie de notre enseignement. Cette plaie est d'autant 


résister aux pressions diverses qui s'exercent sur eux pour 
- qu'ils imitent les préparateurs d'examens. 

E N J'ai sependant introduit un paragraphe nouveau, 153 bis, 
… parce qu'on me l’a demandé de plusieurs côtés, en m’assu- 
ant que l” opinion générale est que la sommation des termes 


Algèbre de 1902 et de 1905 pour s'assurer qu'elle n $ figure 


#4 LCR . 
_ presque unanime. 


5300 66 6 


classés par chapitres et la plupart d’entre eux peuvent être 


plus grave que les professeurs sérieux ne peuvent pas toujours 


es progressions arithmétiques et géométriques figure au 
rogramme. Il me semble qu'il suffit de lire les programmes : ? 


“pas; j'ai cependant cédé devant une opinion qui m'a paru. 







































+ \ TIR à Eh en terminant, +600 1 professeur 
l'enséiénèmént secondäire qui ont fait bon accueil à ce 

(l | et en particulier ceux qui ont bien voulu me signaler 
OR T à eurs à corriger. et des améliorations à effectuer. J'es 
qu'ils voudront bien me continuer leur concours. 
Je dois des remerciements particuliers à à M. Alexandre T 

-  baut et à M. Louis Vauthier, dont les conseils basés 
leur expérience personnelle de l'enseignement secondai 
m ont été précieux. 4 HE 
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PRÉFACE, 


DE LA PRFMIÈRE ÉDITION. an Ÿ, 


ns Eur 
1 d 


Je me suis inspiré pour ce second livre d'Algèbre da 
mêmes idées que pour le premier !; les élèves “a AL 


ces sciences, de manière à les SN LE comme ne 
en dehors et au-dessus de la réalité. Quel que puisse être lin rèt 
— que je suis loin de contester — de la spéculation pure, il n’e 
pas douteux que c’est l’observation des faits les plus usuels 
les nécessités de la vie pratique qui ont été l'origine de toute 
sciences. À méconnaître cette origine, on s'expose à dégoûter un 
_ grand nombre d'excellents esprits, auxquels la science apparaît 
comme une chose mystérieuse, complètement à part de la v 
alors qu’elle s’y mêle chaque jour, | 
be » C’est cette liaison PHeRe entre les formules de l'Algèbre 
la réalité journalière que ] ai cherché ë à mettre en évidence le P 


et exercices; je n'ai pas craint de multiplier les applications, de 
_ manière que la théorie apparaisse comme intuitive, et non comi 2 FT 

































PRÉFACE DE L'ALGÈBRE (PREMIÈRE ÉDrrion) vil 
l 


| s'adresse. étant plus âgés, j'ai dù, conformément au pro- 
| gramme, développer un peu plus certaines théories abstraites! ! Fi 
relatives notamment aux systèmes d'équations du premier 
ë degré et au trinome du second degré; mais c’est surtout à la 
… partie concrète que j'ai donné tous mes soins 

Her uJe souhaite assurément que, parmi les lecteurs de ce livre, 
1 il y en ait qui commencent à goûter la beauté propre de l'Al- 
_ gèbre et à rechercher dans l'élégance de ses formules des 
…_ jouissances esthétiques; mais c’est là l'apanage d'un petit 
5 nombre; pour la plupart, l'Algèbre n’est et ne peut être qu'un 
instrument utile et commode. 

Il est donc essentiel de bien connaître, encore plus que 
les formules, les liens entre ces formules et la réalité; 
. apprendre une théorie et ne pas apprendre à s’en servir est 
simplement perdre son temps. Aussi ai-je développé beau- 
- coup les applications pratiques, les exemples numériques, 
. signalé les représentations graphiques effectivement utilisées 
dans un but précis par les praticiens. 

. L'une des principales innovations des nouveaux pro- 
grammes est l'introduction dans les éléments de la notion de 
Fa dérivée; cette innovation me paraît d’ailleurs justifiée par 
l'importance extrême de cette notion en même temps que par 
sa très grande simplicité, si l’on se borne à une définition 
. concrète, sans entrer dans les détails qu'exige une exposi- 

tion rigoureuse. 
… Mais les avantages que l'on peut espérer retirer de cette 
rene disparaîtraient pour faire place à des inconvé- 
nients si la théorie des dérivées était enseignée aux élèves de : 
| Seconde de la même mänière qu'aux élèves de Mathématiques 
ee Il faut les familiariser simplement avec la notion 
D | géométrique et le calcul pratique des dérivées des fonctions 
_ simples. C’est ce que j'ai cherché à faire dans le premier 


é 


une construction arbitraire de l'esprit; la définition des nombres 
_ négatifs, les règles de la multiplication des nombres positifs et 
_ négatifs, la mise en équations des problèmes, la représentation 
. graphique des fonctions, et en particulier de la fonction linéaire, 
_ sont illustrées de nombreux exemples concrets J'ai, de même, 
nsisté beaucoup, à diverses reprises, sur le choix des unités, 





\ , x ù 
ATINTRE du ts IX: dans le se cond paragrapl 
même chapitre imprimé en petits. caractères), que j e 
| ajouté qu'après bien des hésitations, j'introduis lan tio 
plus abstraite de limite; j'ai pensé que ces quelques page: 
pourraient intéresser quelques-uns des meilleurs élèves de + 
Première, mais je crois que ce serait une erreur d'enseigner 
 ainsila théorie des dérivées à de jeunes élèves Ge ver, ; 
 raient pour la première fois. VS 
Il me reste, en terminant, à remercier tous ceux qui, ap 
avoir lu mon Algèbre (premier cycle), m'ont encouragé à pot 
_ suivre la tâche commencée; ; j'ai fait de mon mieux pour 
_pas décevoir leur Lo Bantes je serai heureux si les profes 
seurs qui utilisent ce livre veulent bien m'en int | 


pratique. mr 


Lee 
“bee , * 


Paris, août 1903. 





CHAPITRE I 


REVISION 


re. . be les re dE RES 
Dune pour effectuer les opérations indiquées ; ; le 
ce du calcul est de la PR numér es 


or rsque les expressions algébriques sont com- 
uées, il pourrait y avoir des doutes sur la marche 
vre pour Her Jeu valeur UE Le 





| Soit, Et Fr es idées, à 
il FATAL de l'expression 


LR Ge be, 
dans laquelle on suppose : 
CRIE ES ue 3, te 


Si l’on n'avait fait aucune convention, on p u F 
rait hésiter entre les deux modes suivants : As 
multiplier 3 par 4 et ajouter le produit : à 27 “ee q 
donne : | TA 

2 +12 = Le 


PS4: 


0: convient d’ adopter le premier rod ;le se 
_. mode donne, par RE la valeur numéri 
_ de l'expression 
(eæ+b)e, 


qui diffère de l'expression proposée en ce e qu 
somme «a + b s'y trouve placée entre parenthè 
Re. Nous énoncerons done les règles, suivantes, 
| séquence des conventions adoptées pour Pécritur 
_ des expressions algébriques. PNR 
Rèeze E — Pour calculer la valeur numéri / 
d'une expression algébrique sans parenthèses, 


. d abord les ec et divisior 














ee Le. 4 s" 
on nateurs des ue ainsi “que Nr expr essions | 
placées sous des radicaux, doivent étre calculées 25% 


+ 


7240 les. hors c'est-à-dire à R 
lusieurs sortes de parenthèses de formes diffé 
rentes, comprises les unes dans les autres ; dans ce Le. 
en on doit d'abord caleuler les patentes: inté- : 

















Ar Éeébrine. à transformer les expressions 
ébriques, c’est-à- dire : a remplacer une expression 
gébrique par- une expression algébrique équiva- 

ue. On dit que deux expressions algébriques SOLE PR 
ivalentes lorsqu'elles prennent la même valeur  « 
mérique dans tous les cas, c’est-à-dire quelle que a 
tI Ja manière dont « on choisit les valeurs numéri 








nus an: 


a? — b? 





de sont équivalentes. 









appliquant les règles du caleul a de ia 
disparaître la plupart des parenthèses, c’est-à-dir 
de remplacer une expression renfermant des paren 
thèses par une expression équivalente n’en ren- 
fermant plus, il est utile de savoir calculer direc 
tement la valeur numérique d’une expression com 
pliquée de parenthèses. On en trouvera des exemples 
dans les exercices sur ce premier chapitre. Fe 

3. REMARQUES SUR LE CHOIX DES UNITÉS. — Lorsque 
l’on applique une formule à un problème concre 
quelconque, le résultat est généralementun nombr 
concret; c’est un certain nombre de francs, de st 
mètres, de kilogrammes, ete. De même, les io 
bres qui figurent dans la formule sont aussi d 
nombres concrets. Dans ce cas, il est essentiel. 
remarquer que la formule n'est exacte ie sè 

















à ! 
es 
hd 
5 
2 









avec des unités appropriées; en même teuib 
l’on donne la formule, &l est _indispensable de fa 
connaître ces unités ; sans quoi la formule n'a 











les dimensions des arêtes du ae 
_ désignées par a, b, e, le poids P de Les est d 





















Lee = 


a, cp, ë, FEES des Tone P Re des 
kilogrammes. se 

Il serait d’ailleurs possible de dire aussi que 
, b, € sont exprimés en mètres et P en tonnes, ou 
ue a, b, c, sont exprimés en centimètres et P en. % 
rammes ; 1l y a toujours, pour une même formule, 

bien des manières différentes de choisir les unités; 

mais nous n'avons pas à étudier ici les relations 

qu ont entre elles ces diverses manières; ce qui est 
essentiel, c’est de ne pas oublier le principe suivant: 

_ Toute formule renfermant des grandeurs con- 
n. est démontrée en vies ces grandeurs 


4 FAURE SUR LES NOTATIONS EN ALGÈBRE. — 
Dans l'Algèbre élémentaire, l'emploi des lettres est: 
surtout un langage abrégé; on dira a francs au lieu 
e dire un certain nombre de franes ou la somme 
ndiquée dans l'énoncé. Comme tout langage, la 
otation algébrique est arbitraire; c’est-à-dire que 
ous pouvons, à notre choix, lorsque nous voulons 
r ésigner un certain nombre de francs, le désigner 
par a, où par b, ou par À, ou- par Z, etc. La seule 
chose qui soit. RU reuables c’est que la notation 
soit cohérente. On_entend par la que, dans une 


=. nique et Den déterminé; c’est-à-dire DURS une 
seule quantité, et JOjoUrs la même. 


















Ce serait cependant une grave erreur dd a 
À ee qu'il ëst complètement indifférent de choisir tel > 
_ ou telle notation; lorsque, dans une même ques- 
_ tion, on introduit un grand nombre de lettres, il. 
Pa très grand avantage à ne pas les introduire a 
hasard, mais à suivre. des règles consacrées pa 

l'usage: auxquelles on s’habitue très vite !. L’un'de | 
plus anciens de ces usages consiste à désigner les 
_: quantités connues par les premières lettres de 
- l'alphabet : a, b, c, d, f, g, h, et les quantités inc I 
nues par les détieiere LT; Y,-Z, U; VI SNS 

Mais ce n’est pas tout : 1l est certaines assoc 
tions de lettres qui sont plus habituelles que d'au- 
tres; de telle manière que les algébristes regardent 
certains groupes de lettres de Le Sans 





















& atriee Res on les He volontiers ] pa 
ea, b, c, ou se {5 g, h, ou ph l'm, _n; ou par p, g 


bitude de (à désigner par n, 0, p, par exempl 
. ou par 6, f, g. De plus, on associe volontiers entr 


ae les trois sommes s par a, b, c, de trois ! A 


1 


à retenir qu'il est plus cohérent, même si ce langage n'est er 
. — que pour quelques instants. Par exemple, on éprouverait des diff 
 cultés sérieuses à parler, ne fût-ce se pendant peu de tem 8, ü 





















à FÔRM ILES ALGÉBRIQUES | 





, 7 oi les UE de ces sommes aù bout. 
ie pe x, y, 3, de telle manière que l'on aura : 


sma(ith) 


Ces foimules Sont plus aisées à écrire sans erreur 
que ne le seraient les suivantes : PR 





de tt taux par 7, d, c. | 
On emploie aussi quelquefois, en même temps 5 
e les petites lettres, les grandes lettres de même 
om DC X, Y, %: mais on évite cet emploi 
des grandes lettres EE les questions où il pour- : 
ait à; avoir confusion avec les notations de la Bevr 
nétrie. 22e 
Les lettres grecques sont d'un usagé plus fréi #4 
uent; on les introduit aussi par groupes, corres- 
ondant à certains groupes de lettres usuelles; 
insi 0, _B, y (alpha, béta, gamma) correspondent 
a, . € À,- y Lmbie mu, nu) correspondent 











_ quels elles ne sont pas familières, mais nous le 


préférable, dans ce cas, de désigner 1 quantités 
analogues par une méme lettre affectée de divers 
indices, c’est-à-dire par a 
énonce a indice zéro, a indice un, a india deux, ete. 


avec la notation des exposants on dit quelquéfois,: 
| plus brièvement, a zéro, a un, Q deux, ete. Où 
emploie aussi les notations 4’, a”, a”, GTR 


_ d'un an par un capitaliste qui, ayant partagé 


tune par à,, &,, dy, d, Gi) à et les taux corresp n- É 


: "e ne semble pas qu'il y ait de raison autre que l'analogie Ce 
MES forme entre les caractères. V 




























Ds 4: B, Ne le Ft ah d'emploi. 4 
de ces lettres dans le cours, afin de ne pas ajoute 
de difficulté AS die pour les élèves. aux 


introduirons dans quelques exercices, car il. est 
nécessaire de s’habituer peu à peu à leur emploi, 
presque indispensable quand on pousse un ES loin 

‘étude des mathématiques. QE 

Les notations que nous venons d'indiquer suffisen 
pour traiter les questions 0 où s’introduisent un peti 
nombre de quantités analogues ; lorsqu'il y en a vu 
grand nombre, on épuiserait vite l'alphabet et l’on 
aurait des notations difficiles à retenir; aussi est- il 


dires CRUE l’on 


Dans les cas où l'on ne craint pas de confusion 


# 


l’on énonce a pr ime, a seconde, a lierce, a quarte. EEE 
Supposons, par exemple, que nous out écrire 
une formule indiquant la somme x possédée au 1 bout 


fortune en six parties inégales, l’a placée à à six tal 
différents; nous Ro les parties de la for- 





. C’est en vertu d’un usage que l’on fait reel + ES Re 











l'aurait été si l’on avait employé douze lettres diffé- 
rentes, RHOISIeS complètement au hasard. 





‘2 être des certes ou des us etc. FEES 
Dans ces divers cas, 1l est commode, au heu 
l'employer un langage plus ou moins long. pour “À 


;  respond a un nombre donné, de convenir d’une 


+ 


D: notation abrégée; telle est l’origine des nombres 


ne none écrire se et au lieu 5h écrire, 30 527700 
ITR nous pourrons écrire me au heu c 















de zéro nous dirons qu'il marque 1 D et au ne 
_ dire qu’il marque 6° au-dessous do. zéro, nous 


_indéfinie, droite ou courbe. | $ 70 
figurons une droite : déni sur laquelle nous 


. lerons sens positif et que nous indiquerons par une 
flèche; une telle droite s'appelle un axe orienté ou, 


peut mesurer les distances en comptant le nombre 


.ily a + 5o et que de B vers A il y a —50. ve 


axe, lorsque l’on porte son attention sur le. -s 
dans lequel elle est parcourue. Ainsi, lorsque 1e e pi 0-. 































ALGÈBRE ; M FRE 7: 


dirons qu’il marque — 6. 
Cette notation abrégée est pitéentisté st utile 
dans l'étude des longueurs comptées sur une ligne ; 


ae 
3 
ER] 


Pour avoir une image aussi simple que Dos DES 


aurons choisi un sens de parcours que nous appel= 


plus Dent un axe. Le sens opposé au sen 
positif est le sens négatif. 

On peut imaginer un promeneur qui maärcherait 
sur l’axe, allant tantôt en avant, tantôt à reculons, 
mais en regardant toujours vers la direction posi- 


tive. Pour aller de A en B (fig. 1) le promeneur mar: 
C : ; 


A rs 





Fig. t. 


# 


cheraïtten avant; pour aller de B en A, iül irait à 


reculons. Si ce promeneur fait des pas égaux, il 


de ses pas; nous considérerons comme positifs. dés 
pas faits en avant et comme négatifs les pas faits à | 
reculons ; de telle sorte que s’il lui faut 5o pas pou: 
parcourir la distance AB on-dira que de À vers. 


PR: 


ee 
On donne le nom de segment à une portion d” 


















ER dont AB: Rs il va de B vers À, nous 
d dirons qu'il parcourt le Re BA. ane si AB n’est 


\ 


D exprimer que notre promeneur fait + 5o pas 
4 parcourir le ségment AB nous écrirons : 


AB—+ 50 | ou AB — 50. 
| On écrirait, au contraire : 
Mec Bi. BA — —5a 


Fe puisqu'il il faut faire — 5o pas pour parcourir le seg- 
. ment BA, c’est-à-dire faire 5o pas à reculons pour 
aller de B vers A. 

_ Les nombres + 5o et — 5o s appellent les équi- 
alents algébriques des segments AB et BA, l'unité 
choisie étant le pas du promeneur. Bien entendus 
on pourrait choisir toute autre unité; la seule che 
essentielle, c'est de bien préciser quelle unilé on 
choisit et de ne pas en Ag dans le cours d’une. 
méme question. 

“ équivalent algébrique d’un segment ne dépend 
as seulement de l'unité de longueur choisie, 
4 dépend aussi du sens choisi comme positif sur 
l'axe; si, la figure restant par ailleurs la même, 
5 #6 ‘changea la qu 'ection de la As c "est 























Tu cs ALGÈBRE 





aurait + 50. Il en est de la direction posi 1 
comme de l'unité de longueur; on peut la choi: 
arbitrairement au début d’une question, mais il 
essentiel qu'elle soit bien précisée et qu’elle ne change 
pas dans le courant de la, question La longueur 50 























AB êt Ba: ou, si l’on veut, la HE Me 
AB ou BA. D'une manière générale, on ie 


ur que l’on obtient en supprimant le signe. L 

The 
valeur absolue d’un nombre pe est ‘eu a c 
nombre. 


négatifs le nom de nombres relatifs, en ee 
aux nombres absolus, qui désignent des grandeurs. 
non susceptibles de signes. À ce point de vue il. 
pe Y avoir parfois avantage a distinguer trois 
espèces de nombres : Îes nombres absolus, les 
nombres positifs et les nombres négatifs. Mais cette 
distinction purement théorique n'a aucun “intérêt 
pratique. Pratiquement, on confond toujours les 
nombres absolus et les nombres positifs : 3 est Le 
même chose que + 3. 

6. Addition. Somme de deux nombres. - 
L’addition des nombres positifs et négatifs. doit être 5 
définie de manière a donner la solution des mêmes. 


Lorsque l'on utilise les nombres positifs ou nee pour 
mesurer des grandeurs d’une espèce déterminée, il est 
nécessaire de donner une définition concrète de l'addition 
























prouverait que l’on n’a pas le droit d'utiliser, pour les 
mesurer, les nombres positifs et négatifs 1. 


TE — On a, d’ FU cetie règle : 


3+(—4) —=—7r Us 

125 + (— 210) — — 85 LE 

—_ 39250 (— 3). — — 3253 | se 

— 1 000 + 2 —= — 998 LE 
== 1010 + 2000: —=990 ; de 


134 + (— 134) — 0. 





{Les nombres tels que 134 et —:134 dont Ja 





_s. Il est clair, en effet, que les mots n'ont aucun pouvoir mys- 
térieux par eux-mêmes et ne sauraient créer la réalité; il ne suffit 30 
pas d'appeler certaines grandeurs positives et certaines autres LEE 
grandeurs négatives pour qu’elles se combinent entre elles suivant TRE 
es lois que nous allons donner; c'est parce qu’elles se combinent 


d'après ces lois qu'on a le droit "de les appeler positives et néga- 
ives. Toutes les fois que l'on sera en présence de choses nouvelles, , 
ien ne pourra remplacer leur étude directe préalable; c’est seu- 
ment après cette étude que Fon peut, s’il y a lieu, utiliser pour 
ler plus loin l'instrument particulièrement commode qu'est. 
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somme st égale à à zéro its ds n 





- de plusieurs nombres est, par définition, le résultat 
quatrième à la nouvelle somme, et ainsi de suite 
jusqu'à épuisement de tous les nombres donnés. 


_ donc être une conséquence de la règle de l’additio 
de deux nombres; nous démontrerons : à cet égard 


_des nombres négatifs; retrancher la plus petite de 


n'y a que deux nombres ; il nous suffit donc’ de 


_ bres, il est vrai dans le cas de nr IE 


_somme des valeurs absolues des nombres négati 


bres le » + ri nombre — 50. D’ 'après la définitio 
‘de la somme de n + 1 nombres, nous devons ajoute 


er dire : à + 15, dfrénce de 45 et de e affectée 






















on dit aussi qu’ils sont égaux en valeurra | 
de signes contraires (et parfois, incorrectement, qu ns 
sont égaux et de signes contraires). 

7. one de plusieurs gombres. — La somme 


final que l’on obtient, lorsque l'on ajoute le second 
au premier, le troisième à la somme obtenue, le 


La règle de l'addition de plusieurs nombres do 


le théorème a Alan à | 
TuéorèMe. — Pour calculer la somme de plusieur 

nombres, on peut procéder comme il suit : additionner 

les nombres positifs ;  additionner les valeurs absolues 


ces somnres-de n plus grande, et donner au résultat 
le signe des nombres qui ont fourni la plus grand 

Pour démontrer ce théorème, nous observeron 
qu il se réduit à la règle Some plus haut lorsqu'il 


faire voir que, s il est vrai dans le cas de n nom- 7 


Supposons donc'que nous ayons nombres, « que on 
la somme des nombres positifs soit 45, que 


soit 30 et que nous voulions ajouter a. ces R no 


— 90 à la somme des x premiers nombres, c'es 








-, pui 
CP ositifs. D’ après Ja egle de Padditon de deux nom- He 
bres, ona:ï | ES 



















Fa 

nous devons retrancher 45 de 8o et donner à a de . 
_ férence le signe —; nous trouvons bien — 35; ne 
_ c’est une vérification. LS 
On aura une démonstration en utilisant un théos 
. rème d'arithmétique sur la possibilité d'effectuer 
F les opérations dans un ordre quelconque, pourvu 
+ elles soient possibles, dans une suite d’addi- 
. . _. bo—(4b — 30) — 50 — 1à De. 5 
Eu à — ÿo — 45 + 30 
D 60 +30 — 45 — 80 — 45. 115 
on doit donc obtenir le même résultat par les S 
0e procédés : celui qui résulte de la définition et 1 
; celui « qui résulte du théorème. Fe 
… Dans le cas que nous venons d'examiner, la somme 
a 





es n premiers nombres était positive, le n + 1°"%° re 
iégatif et la somme des #7 + 1 nombres négative; 
_»ù ecxaminerait de la méme manière les tres CASE | 
: * “a se présenter ; de là résulter ait la démons- 
ation n complète du théorème, 





De ce ‘théorème on déduit immé 
corollaires suivants. RES 
 CorozLaire I. — La somme de plusieur nom pr 
_ne change pas quand on intervertit leur ordre. “ae, 

CorozLaire Il — On ne change pas la valeu 
d'une somme en remplacant plusieurs de ses pa 
_dies par leur somme effectuée. 

8. Applications de l'addition. — Poux pou 
appliquer à des exemples concrets les règles 
l'addition, il suffit de démontrer que la règle de 
l'addition de deux nombres fournit un résultat con- 
cordant avec la définition concrète, puisque la règle 
de l LANDE de plusieurs nombres en est une « 
séquence !. ù hs 

Nous n ’entrerons pas dans le détail de. cé 
vérification ; c’est la résolution de problèmes con: 
-crets par ne méthodes : Ja méthode directe, que É 


Fi 


la méthode algébrique, qui fournira aux élèves | 
_ meilleure vérification et leur donnera la confian. 
nécessaire dans les règles de l'AlgehrseS 





telle Doors. que L'origine 46 Front coineide 

avec. l'extrémité du prenier; mais il est nécessaire 
alors de vérifier que cette définition concrète con- 

 duit bien à un résultat conforme à la Na donnée 


: pie haut. 


le de temps qui sépare À de B, 7. intervalle 
tant regardé comme positif ou négatif” suivant 
1e B est postérieur ou antérieur à A. 
_ 9: Soustraction. — La soustraction est l’opéra- 
# tion inverse de l'addition. ÆRetrancher un nombre 
un autre c'est en trouver un troisième qua, ajouté, 
e es repr CARE le ue 


nque, il suffit d ajouter le Robe opposé. 
Cette règle est une ednséquence des corollaires 
; Ja page 16 et de la définition de la Enr 
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par.exemple, à effectuer le calcul de l’expression : 
k—(—5)+(—7)—(+4) —(—=3)+ 12. 
On pourra l'écrire : LA 
++ (—7)+(—4)+3+ 1, 


de manière qu'il n’y ait plus que des additions à 
effectuer; et l’on appliquera les règles que nous 
avons données pour l'addition. Les théorèmes 
.démontrés pour le cas d’additions successives s’ap- 
pliquent aussi dans le cas de soustraction; en par- 
ticulier, on ne change pas le résultat final en inter- 
vertissant l’ordre des opérations ; on a, par exemple : 


CS) (SCANS CT 


Remarque. — Lorsque l’on désigne les nombres 
par des lettres, il peut arriver qu'une lettre, telle 
que a, désigne un nombre négatif, tel que —3;. 
alors le symbole — x signifiera que l’on doit 
retrancher — 3, c’est-à-dire que l’ondoit ajouter 3; 
il équivaut donc à +53, D'une manière générale, 
— a désigne toujours le nombre opposé au nombre a. 
On se trouve amené ainsi parfois à superposer, en 
quelque sorte, plusieurs signes —;. 1l résulte des 
explications que nous avons données que deux 
signes — peuvent être supprimés (ou remplacés 
par un signe +, ce qui revient au même). Ainsi 
lorsque a désigne — 3, — a désigne —(—3), c'est- 
à-dire + 3; si l’on doit retrancher — a, cela revient 
à ajouter a, c’est-à-dire à retrancher 3. Dans ce 
dernier cas, nous avions érois signes —; si l'on en 
supprime deux, il en subsiste un. 





— Calculer l'expression : 


7 ae 0 ee Pet 


7 somme. 
| 2; pe US 


+35 (9-2 
raie | 
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Lemme.— Lorsqu'un nombre est égal à la somme 
‘ de plusieurs autres, le nombre opposé est égal à la 
somme des nombres opposés. 

Ce lemme est une conséquence immédiate du 
théorème de la page 14; on péut aussi le déduire 
du théorème précédent en observant que le nombre 
opposé à un nombre donné s'obtient en retranchant 
ce nombre de zéro. 

THéorèMe Il. — Pour retrancher d’un nombre la 
différence de deux autres il suffit d'en retrancher 
le premier et d'ajouter le second au résuliat obtenu. 

On a, par exemple : 


Le 


— 5— [6 —(— 3) =—5—6+(—3). 


Car le nombre opposé à 6—(— 3), c'est-à-dire 
a6+3 est —6+(—3). | 

On conclut des théorèmes précédents que toute 
parenthèse précédée du signe <+ peut être sup- 
primée, tandis que, si l’on supprime une parenthèse 
précédée du signe —., il faut changer les signes qui 
précèdent les AIDE placés à son intérieur. 


Dans l'application de la règle pratique qui pré- 


cède, on doit avoir grand soin d'observer que dans 


le cas où plusieurs signes se trouvent superposés 


devant un même nombre, à ne faut changer que 
l’un deux. Éclaircissons ceci par un exemple, 
Soit à calculer |’ expression suivante : 


On obtiendra : 
Dear de N Es 


on a eu soin de changer l’un des signes — qui pré. 













Re de signes, en effectuant immé- 
iatement les opérations indiquées. A 
11. Multiplication. Dérinirion. — On Dore x 
roduit de deux nombres positifs ou négatifs, un 
















uit des valeurs  ouce des facteurs et. qui, de 
4 est ue dans le cas où ces FRCRUES sont 





15 


3 (—5)—— 15 
RER De HR pnmet Es 
—3X(—5)— 19, 









hs par le second, le EAN obtenu par É. 
troisième, le - produit obtenu par le quatrième, etc. 


EE Le: Con, jo 6 ao 0e 
AOC (— 3)—=— 720; — 720 2—— 1440 
k produit considéré a donc pour valeur — 1440. 


signe du produit de plusieurs facteurs. — 
Home Enseme le produit de plusieurs facteurs 


_ facteur pe entraîne un à changent de signe 
tandis que chaque facteur positif n’en entraîne 
pas. On en conclut que le signe du produit. ne 
sa que du nombre des facteurs en si ce 


cices 252-254, page 41 1). | | #4 
Tuéorème. — La valeur d’un DrodE de es 

facteurs ne change pas lor squ ‘on intervertit l'ordre 

des ie Pour démontrer que la valeur du Pe 


aussi le même, Or, la valeur absolue du M es oA 
_ égale au produit des valeurs absolues des facteurs ; 
_ d’après un théorème d° arithmétique, elle ne dépend 
pas de leur ordre. Quant au signe, il ne dépen 


que du nombre des facteurs négatifs ; le théorèm ne 
est done démoniré. - 


orne — Pour ie une somme par ur 
nombre, il suffit ‘de multiplier les parties de la 
somme par ce nombre et d'ajouter entre eux les. 
résultats obtenus. 

Soit, en effet, à multiplier par — 10 la somme 


SH (3) (SE) Pa SR 


Nous savons (p. 14) que, pour calculer. cette 


_ somme, il suffit de faire la somme des nombre: 


positifs, ce qui donne ici 5+2—7, de faire Ja 
somme des valeurs absolues des nombres RS - 















dont le qu par — 10 est 190. Nous on 
démontrer que l’on arrivera au même résultat en. 
| suivant la marche qu indique l’énoncé. du théo- + 
foréeme. : act 










onnée; c’est : 





res à pois» sont near égaux aux produits | 


es =G+8+ x 0 26 SC 101:—=2:2600% 


De même, l’on a : 


50 + 20 —(5 + 2) 10 = ASC TO TON 











Ise trouvait que la somme 26 des valeurs abso- 
les des nombres négatifs était supérieure a la 
. omme 5 des nombres positifs ;. le produit 260 des 
26 qe 10 est ba suite supérieur au 1 produit 70 de se 














7 par 10; nous devons donc retrancher 70 de 260 RE 
onau rUT | 





Non utilisons ici le théorème d’ ue sur ne 
multiplication d’une différence par un nombre. 
Le théorème énoncé est donc démontré do le 
cas où la somme proposée est négative, ainsi que 
le multiplicateur ; on étudierait de même les autres 
cas qui peuvent se présenter et dans lesquels. la: 
démonstration est encore plus simple. Le théo- 
rème est donc général. : >. ve 
On exprime la propriété qui résulte de son. 
énoncé en disant que la multiplication est distribue 
live par rapport à l'addition. CE TIRE 
La soustraction sel ramenant à l'addition, la mul-. 
tiplication est aussi distributive par rapport à la 
soustraction; en désignant par à, b, c, d, mn, des 5 
. nombres positifs ou négatifs, on a : : 
























_ 
EE 


(a —b—c+ d) M = am — bm — cm + ra FA ns 





La règle de la multiplication, comme celles des 
l'addition et de la soustraction, doit étre justifiée 
par des exemples concrets ; il ent nécessaire de 





tion exacte des problèmes dans lesquels on l’ utilise 
_ C’est ce que montre l’étude du mouvement uni- 
_ forme. | 

13. Division. — La division est ra 
inverse de la multiplication. Diviser un nombre par 
un autre, c’est en trouver un troisième dont le pro- 
duit par le second soit égal au premier. ; 







en 


Lai ann de la division est une coertenee immé- 2 


- 
se 


La. Fractions. En He on donne le nom de is 























: d'a après la proposition nine de l'arithmétiq q 
quant au signe, il ne change pas si l'on multipli L 
ou divise par un nombre positif, car les signes d 
deux termes restent les mêmes; etil ne change p 
non plus, si l’on multiplie ou FRE par un nomb 

_ négatif, car les ie. des deux termes nn, 











même. Se 

De la proposition précédente on conclut qu ilest 
possible de réduire plusieurs fractions au mêmé 
dénominateur par la même règle qu’en arithmé 
tique. Il en résulte que, pour étudier l’addition a 
la soustraction des fractions, on peut se borner au 
fractions qui ont même dénon ten S RTÈNES % 

RÈGLE. — Pour ajouter ou retrancher plusieur | 
fractions ayant un méme dénominateur, à suffit 
d'ajouter ou retrancher les numérateurs et de donner 
au résultat le dénominateur commun. — 
_ Ainsi, a, b, c, d, m, étant des nombres positifs 
ou 1 négatifs, one | 


















DÉMONSTRATION DE LA RÈGLE. — Pour démontrer 
Éd 


cette règle, il nous suffit de de par mn les 


— ee mt 


Il suffit d’ appliquer la règle relative à la “ne 






É | NÉGATIFS _ 










| G ation d'une : somme ou  diféretoe par un nombre ns 
on | obtient : , 















; a b— ed ab et à 





e qui est exact. | : 
19. Multiplication des fractions. Hire — Le 
): oduit de deux fractions est une fraction ayant 
ur numérateur le produit des numérateurs et pour 
nominateur le produit des dénominateurs. 








3 se 1) 
aie ar 
Re | pormre 
æ- DD Der rs 10 


PC af 






ion de la multiplication, la Eee absolue du pro- 
duit est égale au produit des valeurs absolues des : 
acteurs ; il en est bien ainsi lorsqu'on suit la règles 
indiquée. IL suffit donc de montrer que le signe | 2 
obtenu est le bon; c’est ce que l’on vérifié en exa- | 
minant D vément tous les cas possibles; par 
exemple, dans le premier exemple donné, les deux 
facteurs sont négatifs et le produit est DU ce 
qui doit être, etc. | à 


> _ 16. Division des fractions. RÈGLE. — Le quo- 

























__ JusTiFiCATION DE LA RÈGLE. — La règle se ‘justi 
- comme celle de la multiplication. 





II. APPLICATIONS DES NOMBRES POSITIES 
ET NÉGATIFS. MOUVEMENT UNIFORME 











Nous avons dé dit que l’on a axe 
droite sur laquelle on a fixé un sens positif Fe 
sens opposé étant dès lors appelé sens négatif. … 
_ Etant donné un axe, si l’on connaît la: positio 
_ d’un point À sur cet axe, pour connaître la pe 
tion d’un autre point B, il suffit de connaître 
_ valeur du segment AB (et l'unité de longueur) 
_ Ilest conimode, pour fixer la position d’un point 
_ sur un axe, de donner sa distance à un point fix 
- toujours le même, qu on appelle origine des. a 


AREA NPA F | À le fee | sh 
Bee ris A 
Fig. 2. 





quite, grâce aux traits équidistants qui 5A | 
# fgurés. En résumé :. : : 





4 egment OÀ. | 
_ 13- Variations de l'abscisse. — Lorsque le 


point À se déplace sur l’axe, son abscisse varie; à - 
chaque position du point correspond une Valois et 4" 
une seule de l’abscisse, et réciproquement à tout 


_ nombre positif ou négatif correspond un point 
- set un seul dont l’abscisse est égale à ce nombre. 
:  Étudions les variations de l’abscisse lorsque le 
: ut À partant d’un point très éloigné dans la 














< Na ste reste négative, mais sa valeur 
LS soluce dont de plus en plus petite; elle devient 
It lorsque le point À se confond avec le point O. 
Si le point À continue à se déplacer dans le même 
. sens, l’abscisse devient positive, d’abord très petite, 
is de plus en plus grande (positions A,, A,, A,).: 
ne On convient de dire qu’un nombre a est supér teur 
un nombre b, ou pire o7" ue ee b, lorsque la dif: 







# 


a—b>o. 
Par exemple on a : | 
| 7 4; ns 
çar 7—4— 3 est un nombre positif. On %. 
même TR 


TA HS ÿ ce 


on en déduit la ue bre 
_ Rècrr. — Lorsque a est PORC, b négatif l 
No upurse : , 

| ns b, he 


_ lorsque a et b sont tous deux négatifs, on a 0 


a >b, 


absolue de a est PL à . valeur absolue 
La représentation d’un nombre par le point | 
l’abscisse est égale à ce nombre fournit une im ge 


simple qui explique et _…. ces. ne. iti 


















à À PRE. 


il en résulte que À est, sur notre figure, à droite 
de B, c’est-à-dire | 





, ————+ 
est, par rapport à Ds 
B, dans la direction 
ositive (puisque Ar 
nous avons choisi B 0 RES 


| comme sens positif . 





roite). Nous avons Fig. 4. 


Es 


ait la figure dans 


sens ms son abscisse va constamment en crois= 


+ 


+ 
_ 
& 









Es 


sant, c’est-à-dire prend des valeurs de plus en plus 


| Sur la figure 3, on a, par exemple : 


OA, > OA, > OA, > OA, > OA, > OA,. 


pi} 
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Soient À et B les deux points donnés; désignons 


- par a et b leurs abscisses, c’est-à-dire posons : 


OA = a; : OB—b. 
Nous voulons calculer le segment AB; nous 
savons que l’on a : 


ee 


D O + OB. 


On a d’ailleurs : 


Il en résulte donc : | 
AB—=—a+b—b— 4. 


Telle est la formule qui donne la distance de 
deux points; on peut la traduire en langage ordi- 
naire comme il suit : 

Rècce. — La distance de deux points À et B 
.situés sur un axe est égale à l’abscisse du second B 
diminuée de l’abscisse du premier A. 

Il ne faut pas perdre de vue que la distance AB 
ainsi définie est positive ou négative suivant que la 
direction de À vers B est elle-même positive ou 
négative. 

Bien que cette règle, ayant été démontrée, n'ait 
pas besoin de vérification, nous allons, vu sa très 
grande importance, donner de nombreux exemples: 

Exempce I. 


B O0 A 
Fig. 5 
OA — a = 3; OB=—b—— 0. 
AB—=—2—3——5. 





Fig. 8. 


a 


aps. — Pour déterminer la position d’un événe- 
t dans Je temps, on Chose une époque bien 


on clair que Les pourrait VTT faire une con-_ Ê 
de signe opposée ; celle que nous s indiquons est engrais e 
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est égale à la mesure de l'intervalle de temps qui 
sépare cet événement de |’ origine 

21. Intervalle qui sépare deux événements. — 


Lorsque l’on connaît lés époques de deux évé- 


nements À et B, l'intervalle de temps qui les sépare 
est égal à l’époque de B, diminuée de l’époque 


de À. L'intervalle ainsi obtenu est positif si À est 


antérieur à B, et négatif s si À est postérieur à B; 


on peut le désigner par ÂB. Ur 


22. Changement de l’origine des abscisses. — 


‘Il arrive fréquemment qu'il est nécessaire de. 
changer l’origine des abscisses, c’est-à-dire, con-. 
naissant les abscisses de divérs points d'un. axe, 


l'origine étant O, de calculer les abscisses de ces 
mêmes points, l'origine étant un autre point O’ de 
l’axe. 


Îl'est évidemment nécessaire pour cela de con= 


naître la position de O0 par rapport à O, on doit 
donc supposer connue la mesure du segment O0’, 


c’est-à-dire l’abscisse de la nouvelle origine par rap 


port à l'ancienne. 


Il suffit alors (fig. 9) d'appliquer la formule 


A — 00° + O’À, 


Le ES à . ns . È | rs 
CE “| | à / s | | 4 | 
O “+ g 0’ : ; 
Fig. 9, 


On en déduit : 
O'A — OA — O0”, 


c’est-à-dire que l’on a la règle suivante 










POLE 


ME 


13 
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…_  Ricze, — L’'abscisse d’un point À, par rapport à 
… la nouvelle origine, est égale à l’abscisse de À par 
rapport à l'ancienne origine, diminuée de l’abscisse 
de la nouvelle origine par rapport à l'ancienne. 
Si l’on désigne par a l’abscisse de À par rapport 
- a O, pär à l’abscisse de À par rapport à O’et par d 
. l'abscisse de O’par rapport à O, on a la formule fon: 
-  damentale : 
a'= a d, 


qu'il faut aussi connaître sous la forme équivalente : 
à —= à +d. 


_ 23. Changement de l'origine des temps. — Il 

_ est aussi très important de savoir changer l’origine 

des temps; la règle est évidemment là même; nous 
nous contenterons de l’énoncer. 

Rè@us, — L'époque d’un événement par rapport à 
la nouvelle origine est égale à son époque par rap 

port à, l'ancienne, düninuée de l'époque de la nou 
velle origine par rapport à l'ancienne. 

24: Définition du mouvement uniforme. 
Considérons un point À qui se déplace sur un axe; 
_ on dit que le mouvement du point À est uniforme 

lorsque les espaces qu'il parcourt dans des temps 
._ égaux sont toujours égaux, quels que soient ces 

temps égaux. Ainsi l’espace parcourü pendant une 
_ heure est toujours le même, l’espace parcouru pen: 
-  dantüne minute est toujours le même, l’espace par- 
_ couru pendant une seconde est toujours le même. 
- Dans cette définition, il ne faut pas perdre de 
. vüe qué lé point À se déplacé sui üwn axe, c’est- 
à-dire que des espaces ne sont considérés comme 













égaux que s'ils sont égaux en Put absolue et de 
méme signe. | | 
Un promeneur qui marche a un pas égal surune 
route se déplace à peu près d’un mouvement uni- 
forme, s'il se dirige toujours dans le-méme sens; 
il n’en est pas de même sl se promène de long 
en large dans un corridor. & | ee 
_ On appelle vitesse d’un mouvement uniforme less 
pace parcouru pendant l’unité de temps. ns 
Pour Ras la vitesse il est donc nécessaire 
de connaître : 1° le mouvement; 2° le sens choisi. 
comme sens positif, 3 l’unité de longueur L bu à unité Us 
de temps. “ 
Il résulte de la Hart de la vitesse que c'est + 
un nombre positif ou négatif suivant que le mobile | 
se déplace dans le sens positif ou dans le sens 
négatif. SUR 
Lorsque l’on donne la vitesse d’un mobile, on. F 
_ fait souvent connaître les unités de longueur et es ; : 
temps : on dit par exemple que la vitesse d’un auto-. 
mobile est de 30“ à l’heure. On pourrait dire 
aussi : la vitesse est 30, les unités choisies étant Je. 
kilomètre et l'heure; il reviendrait au même de. 2e 
dire : la vitesse est Et les ünités choisies étant 
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Le mètre et la minute ; ou la vitesse est 8332 5) Les 


unités étant le centimètre et la seconde; car par 


courir 30° en une heure revient à parcourir 
5oo ia en une minute, et à parcourir 833 cen- 











timètres = “ en une seconde. 


Nous n 'insisterons pas sur L théorie de Re chan- 1 
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eo avec leur pratique usuelle. Contentons-nous de savoir 
_ que les unités de temps et de longueur doivent tou- 
. jours avoir été fixées d’une manière précise et bien 
_ connue. 
25. Équation du mouvement uniforme. — Pro- 
posons-nous de déterminer quel est l’espace e par- 
couru pendant un temps 4, la vitesse étant ?. Sit 
est un nombre entier, par exemple 12, ON pourra 
raisonner comme 1l suit : pendant le temps 1, l’es- 
pace parcouru est, par définition, égal à »; tie 
parcouru pendant le temps 12 est égal à l’espace 
parcouru Po 12 intervalles de temps égaux à 1; 


_ ona donc : 
a À (cents D AP 


ou, plus généralement : 
: 3 e : e = vt. 


L'espace est égal au produit de la vitesse par le 
temps. Telle est la formule du mouvement uni- 
forme, qu’on appelle aussi l'équation du mouvement 
uniforme. 

Nous avons démontré cette équation en suppo- 
sant que £ soit un nombre entier; si £ est une frac- 


L2 I 
tion, telle que —, on remarquera que les espaces 
- parcourus pendant des intervalles de temps égaux à 
I f » « # LA L 
— sont égaux, d’après la définition du mouvement 


-_ uniforme; dans 7 de ces intervalles de temps, c’est- 
…  à-dire pendant l'unité de temps, l’espace est égal à 
9 d’après la définition de la vitesse; l’espace est 





: e » \ Ÿ . L « 
_ donc égal à : dans chacun de ces intervalles et à 
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13 fois : pendant 13 de ces intervalles, égaux chacun 


} 


Put 
a — 


139 ; 
donc —, ce qui est d'accord avec la formule : 
LA . 
EVE, 


Dans cette démonstration, nous avons supposé 
t positif; il en résulte que e a le même signe que », 
, ce qui est d'accord avec la remarque que nous avons 
faite sur le signe de la vitesse. Si la vitesse est posi- 


tive, l’espace est positif, le mobile s’est déplacé 


dans le sens positif, a parcouru un segment positif; 
c’est le contraire si la vitesse est négative. S 
Supposons maintenant que £ soit négatif. Que 


dôit-on entendre par l’espace parcouru en un lemps 


négatif? À l’époque actuelle le mobile est en A; à 
l’époque — 3, c’est-à-dire il y a 3 secondes, si la 
seconde est l’unité de temps, il était en B; nous 


disons que Le segment AB est l’espace qui correspond 


au temps — 3; c'est le segment qu’il faut parcourir, 
pour, de la position actuelle, aller à la position 
occupée à l’époque — 3; de même que l’espace par- 
couru pendant Île temps +3 est le segment qu'il 
faut parcourir pour, de la position actuelle, aller à 
la position occupée à l’époque + 3. 


Quelle est la valeur algébrique du segment AB? 


Elle est opposée à celle du segment BA; or ce seg- 
ment BÀ, parcouru pendant le temps 3, est égal 
a 3; on a donc : 

AB _— — 3v, | 


T7 
Le =" 


, € I 
. L'espace parcouru pendant le temps = est 







Fa - 
F4 
"+ 
2 À 
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ss « Q 1 
c'est-à-dire, dans ce cas encore : 


(eme 9} 


‘On peut remarquer r que, £ étant négatif, si la 
vitesse est positive, AB est un segment négatif, 
puisque le sens du mouvement est le sens de B vers À ; 
si, au contraire, la vitesse est négative, AB est un 
segment positif. à 

On se rend ainsi ‘compte des raisons concrètes des 

ègles de la multiplication des nombres positifs et 
Nue: la généralité de l'équation du mouvement 
uniforme justifie ces règles, et, à défaut d’autres 
raisons, l'étude des problèmes sur le mouvement 
tonne aurait suffi pour conduire à les imaginer. 

26. Forme plus générale de l’équation du mou- 
vement uniforme. — Dans les problèmes que l’on 
se pose au sujet du mouvemént uniforme d’un ou 
de plusieurs mobiles sur un axe, on a souvent à 
résoudre la question suivante : connaissant l’abscisse 
du mobile à une certaine époque, calculer cette abscisse 
à une autre époque. 

 Sozurion. — Désignons par 4, l’époque à laquelle 
on connaît l’abscisse du mobile, soit x, cette abscisse; 





tps ARE Fe 
Fig. 10. 


le mobile est en À,; on se propose de déterminer 
_l’abscisse x, du point À, où se trouve le mobile : 
9 
l’époque £,. 

Or, on a, d’une part : 


—— 


OAÀ,=OA,+ A, 








> u 


car À, A, est l'espace parcouru pendant e temps 
1 —t, (temps positif si 4, désigne une époque pos s- 
térieure a 1 6 négatif déns le cas contraire). 


- Ona Aohs, puisque OA, me OA ER 


a = x +? (1, — h)- 


_ Telle est la forme plus générale que Von p FES 


_ donner à l équation du mouvement uniforme. D: ur 
_ cette formule x, désigne l’abscisse qui correspont le 
PL époque #, etx, JL abscisse qui correspond à l” époque 
ha ces époques sont tout à fait quelconques. te 
Après avoir étudié les équations du premier degré 
on se rendra compte combien l’équation du mouve- 

ment uniforme est un instrument commode Pa 


_ résoudre de nombreux problèmes. 


æ= | a(é ES 


où l’on suppose : 
a—=—1 
b— 2 
CES 


d'Re 
_ 2. — Même question, en supposant : 


En ARR À 





' 
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- 3. -— Calculer la valeur de y donnée par la formule : 
y=$[(a+ be +i](a—6)+ affa +6) +1] d — 3}, 


en supposant : 


= 2 
b——1 
De LL 
d = — 2. 


4. — Même question, en supposant : 


PRE b—— 0,1, C — | RAA 
2 — 9 


5. — Le volume d'un certain solide est donné par la for- 


mule : 
._3abcd 


PbRire La 


a, b, c, d étant quatre longueurs exprimées en mètres: V est 
alors exprimé en mètres cubes; on demande de calculer le 
volume V en supposant : | 


V 


a — 35° 
b== 3107 
DO je 
5 
d — CLS 
6 
6. — Même question, en supposant : 
ETS 
b — gum . 
d'= jh, 


7. — Un mobile se déplace sur un axe avec la vitesse — 35, 
les unités de longueur et de temps étant le mètre et la 
seconde. À midi, son abcisse est 25km; quelle est-elle à 
midi 5m355 ? 

8. — Deux trains vont à la rencontre l’un de l’autre sur 
une même ligne; la distance qui les sépare à midi est 79km; 
quand se rencontreront-ils, sachant que la vitesse du premier 
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est 22 ,79 à la seconde et la vitesse du second 1um à à la" ca 


minute ? à FE 
9. — On considère, sur un axe, une origine O et une 

seconde origine O’ dont l’abscisse par rapport à O est zomm, 

On donne trois points À, B, C dont les abscisses par rap- 


port à O sont respectivement 8, _ — 0,15, l’unité choisie 

étant le centimètre et trois points A’, B', C' dont les abscisses 

: j — 2 — 4 se 

ar rapport à O’ sont respect ES . 7 é 
P app re P lvement 150! 0,002; 675 ’ l’unit 


étant le mètre. Calculer les Réprents AA’, BB’, CC’. Faire je 
la figure. Dr > 

‘10. — Démontrer que a et b étant les abscisses de deux ue 
points À et B, l’abscisse c du point C, milieu de Re est = 
donnée par la formules: | & 


Cc= nt ma # ’ 4 
2 


On démontrera d’abord cette formule en supposant @, b, c : 
tous trois positifs, et on fera voir ensuite que le cas général 
peut se ramener à ce Cas particulier par un changement 5 


d'origine. k 
11. — Étant donnés n points sur un axe, déterminer sur < 
cet axe un point O tel que, si on le prend pour origine, la 
somme fes abscisses des n points donnés soit égale à zéro. 
42. — Un certain nombre de jeunes gens organisent entre di 


eux une course de bicyclettes dans les conditions suivantes : + 
ils partiront en même temps et l’on chronomètrera les épo- > 
ques auxquelles ils arriveront au but. On fixera ensuite une 
époque À de telle manière que ceux qui seront arrivés avant. 
l'époque À recevront un nombre de centimes égal au nombre 
de secondes qui se sera écoulé entre leur arrivée et l’époque 
À, tandis que ceux qui seront arrivés après l'époque À ver-. 
seront un nombre de centimes égal au nombre de secondes 
qui se seront écoulées entre l'époque A et leur arrivée. Com- 
ment doit-on fixer l’époque A pour que le nombre total de 
centimes à recevoir par les gagnants soit égal au nombre 
total de centimes à verser par les perdants? 

Appliquer au cas où les coureurs sont au nombre ca et. 
où ils arrivent aux instants ci-après : 







+ 





Ac 
er 
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\ 
Jean, à midi 15"35$ 
Jacques à midi 8"15s 
Paul à rh 59458 
Louis à. midi 13M50$ 
Philippe à midi 204058 
N - 
13. — Une course à longue distance est organisée d’après 
un règlement analogue au précédent, mais On convient que 
la somme à verser ou à recevoir est de 5 centimes par minute 
et on ne note les arrivées qu'à 1/4 d'heure près; comment 


doit-on régler, sachant que 8 coureurs sont arrivés à 11/30, 


12 à 11045m, 30 à midi, 18 à midi 15%, 6 à midi 30, 2 à 


midi 45% et 1 à 1h15mP? | 
14. — Deux bicyclistes roulent dans le même sens sur 


. une piste circulaire de 500" de long; la vitesse du premier 
_ est de 3okm à l'heure et la vitesse du second est de 8,95 à 
_la seconde. On sait, de plus, que le premier passe au point 


origine À à midi 2M15$ et que le second y passe à r1h1mBs; 


quelles sont les époques, entre midi et 1°, où l’un des bicy- 


clistes dépasse l’autre ? 
15, — Un voyageur part à et et se déplace, sans s’ar- 
rêter, avec une vitesse de 4km à l'heure; un autre voyageur 


part à sa poursuite à 1! et adopte le règlement suivant : 


marcher pendant 55" avec une vitesse de 6km® à l'heure, se 
reposer 5", puis récommencer de même pendant les heures 
suivantes, À quel instant le second voyageur rattrapera-t-il 
le premier ? 











ï. MONÔMES, POLYNOMES. 





TERMES SEMBLABLES F 


27. Expressions HSE UeS rationnelle 
On appelle expression algébrique un “ensemble: 
nombres, de lettres et de signes d’ opérations (sign es 
écrits ou sous-entendus) de telle manière que lon 
puisse calculer la valeur de l'expression lorsqu’o: 
attribue aux lettres des valeurs déterminées. À 










racines. Par Re les expressions . 





«a — € 
; 7. 3a, Bi Vdtgé 





_sont des expressions algébriques ro D en 
que la dernière d’ entre elles renferme des radi- 
pee” 


1. L'élévation à une puissance: d’exposant entier est un 
ticulier de la multiplication aa xa ras: “a 





ux ; mais ces dons portent sur des nombres ; 
u contraire 


ne 
ee = 
Fe 


b+ 3Va, Va DE De Ve + Va 


nous occuperons presque exclusivement des expres- 
sions rationnelles ; nous rencontrerons quelquefois 
des expressions OT mais nous n’en ferons 
pas de théorie générale. 
_ 28. Monômes. — On appelle monôme le ‘pro- 
& duit de plusieurs nombres et lettres. 
Ainsi l'expression : 


4 
« sont Me expressions algébri iques APN AIS Nous 5 


CIxex(ixexaxexpxax 





cest un monôme. . $ 

_ Comme la valeur d’un produit ne change pas 
Ébcq on intervertit l’ordye des facteurs, on peut 
| écrire à gauche tous les facteurs numériques et, de 
_ plus, réunir entre eux les facteurs représentés par 
_ une même lettre; par exemple, le monôme que 
# _nous venons de considérer peut s’écrire aussi : 


a PE 





LESC H)xXIKakaexaxbxExe. 





LE On peut introduire une nouvelle simplification; 
no valeur d’ un el ne AE pas lorsqu'o: on 





on Pi puner que l’on à : ER FRS 


(— 3) X PRE 
Ca dat 
BCE 05 
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sous la forme simplifiée : 
319400) 





dans laquelle né figure plus aucun signé opératoire _ 


explicite; les signes de multiplication sont sous- 
entendus ou remplacés par les exposants. 


C'est sous cette forme simplifiée que fous écri- 


rons toujours les monômes; le facteur numérique, 
1-6 55 3 EM RRLROSE". j 
ici 315, qu'il est d'usage d'écrire à gauche, s’ap- 
pelle le coefficient. Le monôme 

— 3 a°b 


a pour coefficient — 3. Le coefficient d’uñ moñôme 


est ainsi un nombre positif ou négatif qui peut être 
entier, fractionnaire, ou irrationnel. Un monôme 
dont le coefficient est nul est égal à zéro, car un 
produit de plusieurs facteurs est nul lorsqu'un de 
ces facteurs est nul. 


29. Monômes semblables. Addition ét sous: 


traction. = On dit que deux monômes sont semis 


blables lorsqu'ils ne diffèrent que par leurs coefs 


ficients. Par exemple, les monômes : 
V3abct,  15a°be, 2 toa?bci, 


sont semblables ; il en est de même des monômes : 


Fe, 154% 142 up, xp, 


Le dernier de ces monôies dôit étre régardé 


comme ayant pour coefficient 1, car le produit d’un 


nombre ARLONTRe par l'unité est égal à ce nombre | 


lui-même; 14°y° est donc la même chose que æ°#ÿ. 
De HO le monôme —x°y* doit être refAree 
coïhmeé ayant pour roefficient — 1: 





Lan mi 
Fes 





ÉLÉMENTS DU CALCUL ALGÉCRIQUE a7 


_ Récze. — La somme de plusieurs monômes sem- 
blables est un monôme semblable à chacun d'eux, 
ayant pour coefficient la somme des coefficients. 


Exempe. — Soit à ajouter les monômes sem 
. blables : 
na bctx, 1babctx, — abctx, — 35abèctr. 


Ces monômes semblables ont pour coefficients les 
nombres 12, 15, — i, == 35 dont la somme est : 


1210 —1—35—=— 09, 


La somme cherchée est done — gab?ctx. 
ÂvTRE ExEMPLE. — Soit à ajouter les monômes 
semblables : 


2213 2 


152°y5, x LE Aer 14x°y5, x y, AE 32°y° 
dont les coefficients sont 15, 1, — 14,1, — 3, La 


somme de ces coefficients est : 
OR PET EEE TEE NET) 


La Somme est donc un monôme semblable aux 
moñômes proposés et de coefficient zéro; elle est 
_ donc égale à zéro. 

….  JusTiricATION DE LA RÈGLE. == La règle se justifie 
. paï le théorème démontré dans le chapitre I (n° 12): 
Pour multiplier une somme par un facteur, il suffit 
de multiplier par ce facteur les diverses parties de la 
. somme et d'ajouter entre eux les résultats 6btenus. 
Si nous reprenons le prémier exemple, nous voyons, 
en appliquant ce principe, que ==0 étant égal à Ja 
. somme des nombres 12, 15, — 1,:—83b, le produit 
_ de —9 par nb’ctx est égal la somme des produits 
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remarqué s’applique à l'établissement de toutes les 
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de 12, 15, — 1, —35 par a‘b°c!x : 


5% oab?ctx — — 124% b°chx + 16ab?ctx + Î abcix) 
+ (— 35ab?ctx), #11 


ce que nous voulions démontrer. 
On justifierait de la même manière la règle de la 
soustraction que nous. nous contenterons d’énoncer. 
RècLe. — La différence de deux monômes sem-. 
blables est un monôme semblable à chacun d'eux 
ayant pour coefficient læ différence des coefficients. 
Soit, par exemple, à retrancher 5a°*b de 8&b;on 
retranchera 5 de 8, ce qui donne 3; la dfférence | 
cherchée est 3a°b. Si l’on avait proposé de retran- 
cher 8a°b de 5a°b, il aurait fallu retrancher 8 de5, 
ce qui aurait donné — 3; Ic résultat serait done 
— 3a°b. ; ee 
R£émarque. — Il n’est pas inutile de remarquer | 
que, dans les démonstrations précédentes, on ne 
fait aucune hypothèse sur les valeurs attribuées 
aux lettres a, b, e, x qui figurent dans les monômes … 
considérés; le résultat de l'opération est exact 
quelles que soient les valeurs de ces lettres. Dansla 
démonstration, on a le droit d'utiliser les principes 
établis pour les opérations sur les nombres, car le 
raisonnement que l’on fait pourrait être repris pour : 4 
chaque système de valeurs particulières que l'on É 


-attribuerait aux lettres; il conduit donc à un 


résultat indépendant de ces valeurs particulières, 
puisqu'il est le même dans tous les cas. La même 


1 
= 

PE: - 
"4 
re 


règles du calcul algébrique. ; 
30. Polynomes. — On appelle polynome la 
somme de plusieurs monômes. Par exemple l’ Éx PTE » 


| : 








ab + 2y + 19242 + 35xy, 


est un. Pobiome : c'est la somme des monômes 


ab, y, 1oa2%, 35xys. L'expression : 


ab? — 3ab — 2xy + a 


* 


est aussi un polynome, car c’est la somme des 
monômes @°b°?, — 3ab, — 2xy, 5a. 


On dit Dino qu'un polynome est une expres- 


- sion formée par une suite de monômes séparés 


Lé Er 
Fes 


. 


sr L. 


BL pot pes Te 





cata dre D: 


Dh 


Vas 4 





par les signes + et —; mais il est préférable de 
conserver notre première définition, car elle permet 
de bien comprendre ce que l’on entend par termes 
du polynome : ce sont les monômes dont ce pelynome 


+ est la somme. Ainsi, le pRyRerRe : 


ba?b — 8a° — a? + x* 


a 4 termes : Da*b, — 8a°, — a?, x". 
. Un polynome qui a deux termes s’appelle binome; 
un polynome qui a /rois termes s'appelle {rinome; 
les expressions : quadrinome, quintinome, etc., ne 
sont pas usitées ! 

31. Réduction des termes semblables, — 


… Lorsque deux termes d’un polynome sont deux 
Lo d t d poly 


monômes semblables, on dit que ce sont deux 
termes semblables. On peut, sans changer la valeur 


du polynome, remplacer deux ou plusieurs termes 


semblables par leur somme effectuée ; c’est ce qu’on 


appelle faire la réduction dés termes semblables. Il 





1. On écrit etais binôme, trinôme, Rte il n’y a 
aucune raison pour mettre sur ces mots l'accent circonflexe qui 


à se trouve sur monôme, contr action de mononome. 


BorEL, = Algèbre; ‘2e cycle, 4 
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suffit d'appliquer la règle de l'addition des monômes. : 
Exempze — Soit le polynome : \ 


35a2b + 152%y — 1207 b + a — xy + 14a2b — boa?b — 8; | 


il est commode, pour effectuer la réduction des 
termes semblables, de l’écrire de la manière sui- 


vante : 
35a°b + 15xy 


—1234"b —+ a 
— xy 

+ 14a°b 

— 5oa°b — Ga, 


Les termes semblables étant écrits dans des 
colonnes verticales, on effectue ensuite l’addition 
des coefficients d’une même colonne : 


TR PO et UMR 
15— 1—=1:%4 
I— ô——1". 


Le polynome proposé peut donc s’écrire sous la 
forme plus simple : | He 


— 1340 + 14xy — gai, 2e 
AuYRE EXEMPLE. — Soit le polynome : 
2 + Ont — 8 — 36% — 2x7 + 15 + 6% — 2 — 3x. 
On trouve qu'il est égal à : 
(a — 3j + (5 — ju + (6 — 3} + (— 815 0), 
Pa ihre 4e 
; — 22% + 32° + 3x + 6. 





Na. Degré dun monôme et d’un polynome. oe 


Ée On appelle degré d’un monôme par rapport à l’une 
_ des lettres x qu’il renferme, l'exposant de cette 
lettre æ dans le monôme. Ainsi le monôme 


3ab°c'x"y 





est L degré 2 par rapport à +, de ire 3 par 
; - rapport à c, de degré 1 par rapport à y, etc.; il est 

F de degré séro par rapport à z, car il ne renferme 
aucun facteur égal à z. Le degré d’un monôme par 
rapport à l’ensemble de plusieurs lettres est, par 

4 définition, égal à la somme de ses degrés par rap- 
_ port à bte de ces lettres. Par exemple, le. 

_monôme écrit plus haut est de degré 3 par rapport 

à l’ensemble des lettres x et y, de degré 6 par rap- à 
_ port à l’ensemble des lettres a, b, ce; son degré _ 
_ total, c’est-à-dire son degré par rapport à lé 
semble de toutes les lettres qu'il-renferme, estg., 
- On appelle degré d’un polynome par rapport à Ke 
une lettre le degré de celui de ses termes dont le 
_ degré est le plus élevé; on définit de même le degré 
_d un polynome par rapport à l’ensemble de none 
… sieurs lettres. On suppose d’ailleurs que l’on a fait 
a réduction des termes semblables. Ainsi le poly- 





PL 

























er = 6a'8— ax? 






ne de de 9 par rapport à a et de dog 3 par 
‘apport à x; son degré total ést 7; il n’est pas égal 
Ja somme des degr rés partiels, paies que le terme 
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Le polynome : 
2 + 3x? + 6 — 22 Lx Ta 


f 


est de degré 2 par rapport à x; on le voit en rédui- 


‘sant les termes semblables, ce qui permet de l'écrire: 
3x? + 6 + x. 


33. Polynomes ordonnés.— Ordonner un poly- 
nome par rapport à une léttre x, c'est grouper 
ensemble tous les termes de même degré par rap- 
port à cette lettre, et les écrire, soit dans l’ordre 
des degrés croissants, soit dans l’ordre des degrés 
décroissants. Soit, par exemple, le polynome : 


23 + at — 328 — by? 28 — 6 + 7x, 
Pour l’ordonner, on devra l'écrire : 
| 2 — 2% — 5x? + 7x — 6, 
ou bien : 
ne — 6 + 72 — ba? — 2 + xt. 


Dans le premier cas, il est ordonné suipant les 
puissances décroissantes; dans le deuxième cas, sui- 
vant les puissances croissantes. 

Soit maintenant le polynome : 


ax + 32° EE b + cr? — a°x? — br — 8. | 


Pour l’ordonner, suivant les puissances décrois- 
santes, on l’écrira comme il suit : | 


(3+c— a) +(a—b)x+b—8, 


en groupant d'abord tous les termes qui renferment 
2, puis tous les termes qui renferment +, puis 
tous les termes q* ne contiennent pas la lettre x. 


LEE: 
L 





os « pa 
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Dour tie ce groupement, on utilise, en fait, 
la règle de multiplication d’un Door par un 
monôme, que nous énoncerons au n° 39. 

Par une extension du mot coefficient, on dira que 
dans ce polynome ordonné, le coefficient de +° est 
- 3—+c—a, le coefficient de x est a — b et le terme 
pe Did de x est b—8; à ce point de vue, 
+ ce pulynorne sera considéré comme n'ayant que 
. 3 termes : c’est un trinome en x; c'est-a-dire que 
c'est un trinome lorsque l’on porte une attention 
particulière sur la lettre x. 

34. — I arrive très fréquemment que l’on died 
tingue les lettres qui figurent dans un polynome en 
. deux groupes, les unes qué l’on appelle inconnues 
_ ou variables et qui sont généralement les dernières 
lettres de l’alphabet : x, y, z, u, p, w, €, s, .….; les 
- autres, que l’on regarde comme connues et qui sont 
généralement les premières lettres de Palphabet : 
a, b, €, ..… Il arrive d’ailleurs quelquefois que l’on 
# est conduit à désigner par + une quantité connue et 
Ë À par a une inconnue, mais on à soin alors de pré- 
É venir spécialement de cette infr action aux usages. 
… Lorsqu'un polÿnome renferme des quantités con- 
nues et des inconnues et que l’on parle de son 
_ degré, sans spécifier davantage, il s’agit toujours 
- du degré par rapport à l'ensemble Re inconnues ; 
; 11 exemple, on dira que le polynome 





KL Rai (GB) x y 3x y 

£ a 3 - \ 

… est du premier degré (sous-entendu : en-x et y). 
3 - Dans ce cas, on regarde comme fermes sembla- 





bles ceux qui nent les mêmes inconnues avec 
les mêmes éxposants, sans tenir compte des autres 











: Pires, ét on groupe ns Te termes semb 
bles (on utilise, en fait, pour cela, la règle de mul-. 
tiplication d’ un polynome par un monôme, qui sera 
énoncée au n° 39). \ ; 
Par exemple, si l’on a le polynome : 


PEUR EU 0: + cxy? ares | à sp 


on  l’écrira comme il suit : FPE 





Sos +3) y + (= b+ c) xy? + (a + 3) x — y; 


c’est un polynome du 3°% degré en x et y, le coef-. 
ficient de 2° ge est — a + 3, ete. 















LE 
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CII. ADDITION, SOUSTRACTION, MULTIPLICATION 
DES MONÔMES ET DES POLYNOMES. ei 


__ 35.— Les règles des opérations sur les monômes  … 
et les polyÿnomes sont une conséquence immédiate "4 
_ des règles et desthéorèmes concernant les opérations FE 
sur les nombres; nous avons d’ailleurs utilisé, dans - 
le paragraphe précédent, certaines de ces règles, 
qui, sont à peu près évidentes; pour être ct 
nous allons les reprendre 1c1. EU 

36. Addition et soustraction des monômes. 
RècLe. — Pour ajouter plusieurs monômes, il suffit 
de les écrire les uns à la suite des autres avec leurs 

signes ; pour retrancher un monôme, ilsuffit d’ ajouter 
le monôme opposé. Cette règle conduit comm 
_ résultat à un polynome dans lequel, s’il y a lieu, 
on fait la réduction des termes semblables. k 
 Exempze. — Ajouter les monômes : RU | 














15ax, — 3ax, 15ay, —cxr ay 
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On obtient le polynome 
1da?x — 3a°x + 150 y — a?x — y, 
qui s'écrit, plus simplement : 
LIAx + 14a°y. 
AUTRE EXEMPLE. — Ajouter les monômes : 
| ax, — dy, a, 
et retrancher du résultat les monômes : 
— ax, — 3a°y, — af, 247). 
On obtient : 
ax — «y + a+ ax + 3a°?y + at — 2a°y, 
ou, plus simplement : 
F0 ta La 


37. Addition et soustraction des polynomes. 
RèGce. — Pour ajouter ou retrancher un polynome, 
il suffit d'ajouter ou retrancher successivement tous 
les termes de ce polynome. 

Dans le résultat ainsi obtenu, on fait, s’il y à 
lieu, la réduction des termes semblables. 
 Exempze. — Ajouter les polynomes suivants : 


3a°x + + 6—+ af, 

— 3 — 8 +oat + 3x, 

— 30% — Gaï + 15a°x — 9. 
On obtient le polynome : 


3x Bb EL 6 + at — D — 8 Fat rHAa Te 
— 3h53 Cat +1 5a2xr — 9 
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ou, en réduisant les termes semblables : 
21A?x — 303 — 3at— 11. 


AUTRE EXEMPLE. — Retrancher le polynome : 


2 


3a?x — ga°x? — Ga°?x° 
du polynome : 41 
Qa?x + 18a°x? — a?x°. 
On obtient : \ 
Qa°x + 18a°x° — a?x? — 3a°x + gax? + Ga°x?, 
ou, plus simplement : 
Ga°x + 27ax? + ba?x?. 

RÈGLE PRATIQUE. — Lorsqu'une somme ou diffe- 
rence de polynomes est indiquée par des parenthèses, 
pour l'effectuer, on supprime les parenthèses, en 
ayant soin de changer les signes des termes situés à 
l'intérieur de celles qui sont précédées du signe —. 

ExemPLe. — Soit à calculer : 

aÿ + b5 — (3 — 20?) + (— a + D?) — (— Ga? + 4b?). 
On obtient : 
a + bp? — 30 + 2h? — a + D? + Ga — 4b?, 
ou, en réduisant les termes semblables : 


3a°. 


# 


REMARQUE. — Pour faciliter la réduction des 
termes semblables, il est souvent commode d’écrir, 
les uns au-dessous des autres tous les termes sem- 
blables entre eux; cette remarque est surtout utile 


Ÿ : 


ae + 3e 


UE — 2x —6 


On disposera È bon comme il Bite : 


uisqu ‘un monôme à coefficient nul est nul 
. Dauer des monômes. Rs OR Pr 0 


5 


PES 2 
g. 


est tee 


6 
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cherché est : 


— : æyab?. 


De même, le produit des monômes : - 


—; ab | 


est : 


I 
- aPa?b. 
2 


Ce monôme peut d’ailleurs s’écrire plus simple- 
ment en groupant les facteurs égaux ; 


I 
2 


On remarque qu’une lettre telle que & admet 
pour exposant la somme des.exposants qu’elle admet- 
tait dans les deux facteurs. On déduit de cette 
remarque la règle pratique suivante : 

RÈGLE PRATIQUE. — Pour former le produit de 
deux ou plusieurs monômes, on écrit d'abord le pro- 
duit des coefficients (pris avec leurs signes); on écrit 
ensuite toutes les lettres distinctes qui figurent dans 
les facteurs en affectant chacune d'elles d’un expo- 
sant égal à la somme des exposants qu’elle a dans 
les divers facteurs. É 

Soit, par exemple, à effectuer le produit des 
monômes suivants : 


3 : 
A asb?c — ax'yÿ"  —zalx?. 


Le produit des coefficients ne 














34: Due. tpoant de Midas. l’ex- 
posant de c: 1; l’exposant de æx:2<+2—4; l'ex- 
posant de y : 9: _Le produit est donc : >. 











SaÿbScxty. 


_ 39: Multiplication d'un polynome par un 
_ monôme. RèGze. — Pour multiplier un polynome 
= par un monôme, il suffit de multiplier chaque terme 
…_ du polynome par le monôme et d ajouter entre eux 
Es les résultats obtenus. 

É Cette règle est une conséquence immédiate de 
A la propriété distributive de la multiplication (n° 12). 








Exemwpxe. — Soit à multiplier le polynome : 
F4 “ mr, Ja —o+x+5y 


Æ s : F 2 
en par le monôme : 


2 s | — abzx?, 
- On obtient : 


— 3a br? + 2ab4x? — abx3 — Sabr?y. 






24 Multiplication de deux polynomes. RÈGLE. : 
2 … — Pour multiplier deux polynomes, il suffit de mul. | 
ur l’un d'eux successivement par tous les termes 
ré l'autre et d'ajouter entre eux les résultats obtenus. 
Cette règle est aussi une conséquence de la pro- 
Pate distributive de la multiplication. 
_ Exemrze. — Soit à multiplier le polynome : 


‘ab — ab + 30? 











di tie 3b?, 





v 
LES 


On multiplie d'abord To premier polynome 
a, ce qui donne : Le 


1! | FAT : , k PTT MA 


A ps A + 3a°b?. : 
























On le multiplie « ensuite par — 2ab, ce qui donne: | 


\ 


? ©, — 2ab? 54h — Gabs 


Enfin, on le multiplie Bar 3b?, ce en donne : SA: ; 


éd 


3a°b— 3ab+ gb". 


ER partiels ; on obtient : | 
| ab — ab + 3a°0° — 20? + 20h — Gal 
“& e : : SR 3a2b3 — 3ab? + ob!, es 
: ou, en réduisant les termes semblables : 


LA 


RS D +5 SE 2ap? — -oal _ 2 0p Le out. 2 






_ Ar. Cas des POP ordonnés. Dispositio 

_ pratique. — Dans le cas où l’on doit multiplier 4 
_ deux polynomes renfermant une seule lettre x,ilest 
_ commode de les ordonner et de donner à l’opéra- 
tion une disposition particulière que nous Le 

indiquer suïr un exemple. | Vs 


323. — 92? + 6er | 2 
22 + tr 7. ON ONE 


On disposera l’opération comme il suit: 





Brie 2x? + 6x + 1 
22 + bx— 7 
Gr — Hat + 1228 + 27? 
1x! — 102 + 30x° + br | 
— QAR + 1427 — 4x — 7 





Gr + r1xt — 192 + 46° — 37x — 7 


On à écrit d'abord l'un des deux polynomes au- 


dessous de l’autre et tiré un trait au-dessous duquel 


sont écrits les produits partiels, ici au nombre de 


3, que l’on obtient en multipliant'le multiplicande 
par chacun des termes du multiplicateur; ces pro- 
duits partiels sont disposés, comme il a été expliqué 
pour l'addition, de manière qu’on puisse en faire 
commodément la somme, qui est inscrite au-dessous 
du second trait. 

AUTRE EXEMPLE. — Multiplier at + x° ge ox +1 
par A — 2 — 1. L opération se dispose ainsi qu'il 
suit : 





LT — x 1] 
æ! Ha + 22 + x 
2 78 — 28 — 928 — 7° 
— 2 — 2% —92%—1 
gt — x + a — 2 — 2L?— 2x — 1, 


On a eu soin de laisser des blancs correspon- 
dant aux degrés pour lesquels il n'y avait pas de 
termes. ‘ 

Remarque. — L'égalité qui exprime le résultat 
des opérations effectuées s’appelle une identité; les 
deux membres deviennent identiques lorsqu'on les 








LE 















_ simplifie; ainsi l'égalité 





et: une identité. Nous Are aux Rverciies quel 
ques exemples d identités à vérifier. A ES 


III. DIVISION DES MONÔMES, D'UN POLYNOME | 
PAR UN MONÔME RAT 





42. Une des monômes. — On dit qu un 
monôme est divisible par un autre lorsqu'il existe 
un troisième monôme qui multiplié par. le second Par 


alors une de tai. de ie règle de: | 
multiplication. | | 
£ RÈcLe. — Le quotient. de deux monômes a pour 
_ coefficient le quotient des coefficients et renferme 






de ses exposants dans le dividende el dans le die 
CNE PRE 

seu’. + 
EXEMPLE. — Soit à diviser sas Ty par Jade 


_ on obtient : 







. 


ba*by. 


remarque smplemendr he Es impor- 


is 


tante : + 






duit toute lettre Re de no zéro; en d’ di 
trés termes, on peut remplacer le facteur x° par 





_ 





_ tion, À et B étant deux expressions algébriques A 





is se AREAS DIVISION DES MONÔMES k ” 
_ F 8. Règle de divisibilité. — Nous avons énoncé 

la règle de la division en supposant que le divi- 
_ dende était divisible par le diviseur : elle est alors 
une conséquence de la règle de la multiplication ; 
_ pour qu'il y ait divisibilité, il est nécessaire et suffi- 
sant que la règle soit applicable, c’est-à-dire que le 
diviseur ne renferme aucune lettre ne figurant pas = 
dans le dividende, et ne renferme les lettres y figu- 
Tant qu'avec un exposant au plus égal à celui qu'elles 
ont dans le dividende. Lorsque le dividende n’est 
pas divisible par le diviseur, on se borne à indiquer 
la division : on a une RES es 

44. Division d'un polynome par un monôme. 
RÈGLE. — Pour diviser un polynome par un monôme, 
il suffit de diviser successivement tous les termes du 
polynome par le monôme et d’ ajouter entre eux les 
résultats obtenus. 








Sæ 


ExEmPLE, — Diviser le polynome : 
L r 
3a°x" + baba? + ax, 
_par le monôme 15ax. On obtient : FES 


I 3 I 2 I 

Fax +3 bx° + TE: 

REMARQUE. — Pour qu’un polynome (dans lequel 

_ on a réduit les termes semblables) soit divisible 

par un monôme, il faut et il suffit que chacun de 
ses termes le soit. 

_ 45. Remarque sur la division. — Lorsque la 

division n’est pas possible, on se borne à l'indiquer, 

en émployant la notation des fractions ; par défini- 
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quelconques, la notation — indique une expression 


B 
algébrique dont la valeur est égale au quotient de 
la valeur de À par la valeur de B; c’est le quotient 


de À par Bet l’on a, par définition : : 
A 
Ë SPAS \ 


Dans les applications que l’on peut avoir à faire 
de cette égalité fondamentale, il y a lieu d'apporter 


une attention spéciale au cas où B serait égal : à Zéro 


pour les valeurs particulières données aux lettres; 
on ne sait pas, en effet, ce qu'est le quotient d'un 
nombre par zéro; nous verrons, dans la théorie des 
équations du premier degré, que l’on est amené à 
désigner ce quotient par le symbole © (que l’on 
énonce : infini); nous discuterons aussi le cas où A 
serait nul en même temps que B; ce qu'il y a sim- 
plement lieu de retenir pour l'instant, c’est que dans 


le cas où le dénominateur B d’une fraction utilisée 


dans le cours des calculs se trouve étre égal à zéro, 


“il y a lieu de ne pas accorder une confiance absolue 


au résultat et d'examiner la question de plus près. 

Cette remarque doit être sous- -entendue, en par- 
ticulier, dans le paragraphe pat lequel nous allons 
terminer ce chapitre. 

46. Fractions rationnelles. — On donne le nom 
de fractions rationnelles aux fractions dont les deux 
termes sont des polynomes (ou, comme cas parti- 
culier, des monômes). 

Voici des exemples de fractions rationnelles : 


3a°b. a— b° a? + x? — 5. à 
500? cd. ar —ÿp+z 





ES 

3 

be: 

À | 

y 

Y | 

4 

en 

: 

s 

4 
L 

50 

FM 

e 

> 

| 

ee 

Æ 

15 

"4 

=, 

e$ 

Ce 

M 

sd 

+ 
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On appelle degré d'une fraction rationnelle le 
degré de celui de ses deux termes dont le degré est 
le plus élevé; par exemple, la fraction : 


ax +- b 
£ ax + 0 


- que nous étudierons en détail au chapitre VIT, est 
du premier degré en x; c’est même l'expression 
générale de la fraction du premier degré en x, si 
l’on admet que a, b, a’, b’ peuvent désigner des 
expressions algébriques quelconques indépendantes 
de x (c’est-à-dire ne renfermant pas æ). 

Le calcul des fractions rationnelles est soumis 
aux mêmes règles que celui des fractions arithmé- 
tiques; c’est la une conséquence immédiate des 
n° 14, 15, 16 et du fait que les lettres tenant la 
place des nombres; les opérations légitimes sur les 
lettres le sont aussi sur les nombres. 

En particulier, on peut simplifier les fractions 
en divisant le numérateur et le dénominateur par 
un facteur commun; on peut aussi réduire plusieurs 
fractions au même dénominateur en multipliant les 
deux termes de chacune d’elles par un facteur con- 
venablement choisi. 

Dans le cas où les termes des fractions sont des 
_ monômes, les règles pour la formation du p. g. e. d. 
et du p. p.c. m. sont les mêmes qu’en arithmétique 
pour les produits de facteurs premiers; il est donc 
très aisé de réduire les fractions à leur plus simple 
expression et aussi de réduire plusieurs fractions 


_ au plus petit dénominateur commun. I-y a lieu de 


remarquer que l’on regardera une fraction comme 
plus simple qu’une autre lorsque ses termes seront 
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de degrés respectivement moins élevés ; cela ne veut 


pas dire qu’ils sont plus petits, car fe grandeur 
relative dépend évidemment des valeurs données 
aux lettres qui y figurent; un sens analogue doit 
être donné aux mots plus petit dénominateur com- 
mun. - 

Par exemple, soit la fraction : 


3a?bc 
Gabc?? 


on la simplifiera en divisant les deux termes par 
3abc, ce qui donne : 


(44 


2C 


S1 l’on suppose que l’on ait : 


a = 10 b—= 0,001 c = 40; 
on a : : 
34 bc =26 
Gabc tea 


de telle sorte que la fraction proposée se réduit à 


6 + TP TER 1 ; 
x et la fraction simplifiée à Fa On doit cependant, 


au point de vue algébrique, considérer la seconde 
fraction comme plus simple que la première. 


Lorsque les termes des fractions sont des poly- 


nomes, nous ne pouvons donner ici les règles géné- 
rales pour trouver leur p. g. c+ d. et leur p. p. ce. m.; 
on doit donc se borner à simplifier les fractions 
par la suppression d’un facteur commun aux deux 
termes, lorsqu'on aperçoit un tel facteur et, pour la 
réduction au même dénominateur de plusieurs frac- 


} 


un, LR : 


, 
e 
£ 


| 
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TRE < | 5 
SUR LE CHAPITRE I 7 

| qe 


FA 


EXERCI 





CES 


_ tions, se contenter de multiplier les dcux termes De Ë 
- de chacune d'elles par le produit des dénominateufs 


PT. 





et ordonner le résultat par rapport à x. 


et ordonner le résultat par rapport à x. Pa L 


des autres, à moins que la pratique du caleul ne 
suggère quelque simplification. | . 


EXERCICES SUR LE CHAPITRE II 


- 


16. — Additionner les polynomes suivants : 
| 322? + ax+b; 


— 5x + 3ax? Lc+b; 
— 8ax + 5x? +c2+LD6; 


17. — Additionner les polynomes suivants : 


5x3 — 8ax? + 5bx— 0 
ax? — 3x3 — he — 120% É: 


gca? 12423 Æ 5b% — 15, 


18. — Faire le produit des monômes suivants : 


3 5 — 5 
5 ax, à 7 abxy, re a?x?2y?. 


19. — Faire le produit des monômes suivants : 


5 akx3, 


— I — 5 a 
a2x# — xl, ‘ —abx?. 
3 ; 6 7 5 








20. — Faire le produit des monômes suivants : 


5 3 — 5 3 
ec a?xÿ, - abcxly, F4 a?c2y8; Ti xy?. 


[A 
21. — Faire le produit des polynomes suivants : 


abx + a?2y + b2x 
a by + a = 2° 





22. — Faire le produit Free polynomes su y 


AAA NE 
a? — 6x + 5. 


23. — Faire le produit des polynomes suivants 


2— 6x +4 
ha? — 8x + 3. 


24. — Faire le produit des polynomes suivants 


| x? + 2ax + a? — b2? 
D EE PE HN de 


__et ordonner le résultat par rapport à à. 
25. — Faire le produit des polynomes suivants : 


ax? +bx+e. 
- a'x? + b'x + c', 


É Let ordonner le résultat par rapport à x. 
26. — Faire le produit des polynomes suivants : 


ax + aa2x? + Ga3x — at 
æ? — 5ax + 8a?. 


27. — Calculer le carré de a + b. 
— Calculer le cube de a + b. | 
29. — Calculer La quatrième puissance de a + À  — 
80. — Calculer le carré, le cube, la quatrième puissance 
> de a —b. ; FES 
31. — Calculer le carré, le cube, la quatrième puissance 7e 
de 1x; de 1 — x, 
32. — Calculer le carré de a + b “à c. 
33. — Calculer le cube dea+bæ+c. 
84. — Calculer le carré de akb+Ec+d. 
35. — Calculer le carré dea+b+c<+d Le e. 
36. — Calculer le carré de x 1.) RARE 
37. — Calculer le carré de x—y+z—u+v. 
38. — Calculer le carré des polynomes suivants : 


322 — 5x + 4 
222 — 6x +5 : 


82 + 5y—9 
8x + 2y — 5, 





_ EXERCICES SUR LE CHAPITRE II 





- 89. — Effectuer le produit de a + b par a — b. je. 
à 40. — Effectuer le produit de a? + ab + b? par a — b. M 
41. — Effectuer le produit de a + a?b + ab?+ bipara—b. Re. 

42. — Effectuer le produit de at + a%b + ab? + ab+bt 


par a — b. Généraliser. 2 


43. — Effectuer le produit dde} LB? par a + b. : 

- 44. — Effectuer le produit de a%— a2b + ab?—0b3 par 
a + b. Généraliser. 2 | Sn. 

45, — Effectuer le produit : Le 100 
(@+b+c(—a+b+c)(a—b+e)(a+6—c).. 4e 

: 46. — Vérifier l'identité : &. ne 


(a? + D?) (a'2-+ 8°?) = (aa ++ 66)? + (ab — ba. 
47. — Vérifier l'identité : 

(a? + 62 62) (a? + 8°? + c) — (aa + 88 + co) 
RE HER SE RS | 
48. — Vérifier l'identité : ESS 

(+ Bed) (yet P) = (art bye tar 
(at — dx + bz — cy)? H (bé — dy + ex — az)? er. 
+ (ct — dz + ay — bx)?. ia 








49. — Simplifier les fractions suivantes : LA 
ha3bcæ 15a3bc?xy 15atbc3xyz  ” SE 
202c?2y?? 5oabcx2z ? 1aabcty? : 5 


1È 


« 
F (4 





50. — Simplifier les fractions suivantes : É - 
a 85 ai — bi a + 88 NE 
ai — b2? ais b3; as + 63° Sa 





_ On utilisera les résultats des exercices 39 à 44. 
51. — Faire le produit des fractions suivantes : 


a3bx none 3abix 








abey CZ * 5a2bx2y? ae 
simplifier le résultat obtenu. | ; ‘a 14 
52. — Faire la somme des fractions suivantes à 
k ax | by, ab a? — B+ 3a —5b | ne. 
ut QD AP TU Sa Ga : 50 


Ty D: 





58. LE Écouter va additions et sous 


ax by ACTES abat ” 
Te YO TE 


54. — Réduire au même dénominateur les fractions. 


3 _vantes < ; > 


2 Ga? 
a — b 


55. — Effectuer les ‘Onéraliont suivantes : 
I 


pete te 
b c 

BE + 
a? b2 c2 

7 Prod lues 
a b3 c3 


FERRER 


56. — Vérifier l'identité ; 


I SR 


de FR tu: 
| x?— a?  2afæ—a) 2a(x Fa) 
_ 57. — Vérifier l'identité : 


I TI I I 
(x — a ne tes 
58: — Vérifier l'identité : D. 
rù PER ML De à is 
G—a)G&—b)@—c G—ala—tla—c. 
CU] ED G— 2) GE DA CEE Cat —% 
59. — Vérifier l identité : : 


I 


| (x — a) Fr (x — c) mn = at ue T= 
Fe-06-06-06-d 


ke. Le 








CHAPITRE III 


ÉQUATIONS ET INÉGALITÉS DU PREMIER 
DEGRÉ 





I. ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ À UNE INCONNUE. 


47. Généralités sur les équations. — On appelle 
équation une égalité renfermant une ou plusieurs 
lettres, appelées inconnues ou variables ; en général, 

_ cette égalité n'est vérifiée que si l’on attribue cer- 
Ÿ taines valeurs à ces lettres. Par exemple : 


DLL 3 — rh 


est une équation à une inconnue x; cette égalité 
est vérifiée pour æ —2 et n’est pas vérifiée pour 
Det : | 
De riême : 
L+h=y+6— 3x 


est une équation à deux inconnues ou deux varia- 
bles x et y; elle est vérifiée par exemple pour 
æ—2, y—6 ou pour x——4, y—6, ou pour 
D 1 7-2, elle n'est pas vérifiée pour z=—0; 







à je 


ES Elle est done Nerf SOU certains . 
_ de valeurs des variables et pas par tous. 


25 HÉRE 


_est aussi une équation ; elle est vérifiée pour 
æ—2; elle n’est pas vérifiée pour z=3, comme 
on s’en Hits aisément. 










tres que l’on ae par SDS OL constantes OURS 
données; on emploie d'habitude pour les inconnues 
les dernières lettres de l'alphabet et pour les don= : 
nées les premières. | c2s 
Ainsi, on peut ondes une équation telle que Fa 
la suivante : : 2 


LUS EE TNEEE OUT AE 





Elle est vérifiée pour x— 4, y—a—1, comme 
on le constate sans peine en substituant ces es 
à æ et y, c’est-à-dire en remplaçant x REX a et CA 
para — 1. - 

Une équation qui serait vérifiée pour toutes les 
Pur des variables ne serait plus une équation, 


mais une identité. Ainsi l'égalité 













(x + y) (x —y)= 2° — y 






est une identité. L'identité peut donc être regardée 
comme un cas particulier de l’équation; bre 
l’on a une équation on doit d’abord se demander si 
elle est ou n’est pas identique, ; RS. 

Une équation se compose de deux expressions à 





se 
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algébriques séparées par le signe —; ce sont les 
_ deux membres de l’équation; l’expression écrite à 


gauche est le premier membre; l'autre est le second 
membr e. 

48. Théorèmes généraux. Prince. — On peut 
ajouter une méme quantité aux deux membres d’une 


équation sans modifier la ou les solutions de cette 


équation. 


Car, si deux quantités sont égales, on obtient . 


d’autres quantités égales en leur ajoutant une troi- 
sième quantité quelconque. 
De ce principe résulte un théorème fondamental. 
THéORÈME |. — On peut faire passer un terme 


d’une équation d’un membre dans l’autre à condi- 
tion de changer son signe. | 


DÉMONsTRATION. — Soit l'équation : 
3x + 5y+r—8a—9+7x, 


et soit proposé de faire passer le terme x du second 
membre dans le premier. Il suffit d'ajouter — x aux 
deux membres; comme + —x donne zéro dans le 
second membre, on obtient : 


D sie, 


ce qui démontre le théorème. On peut faire passer 


tous les termes d’une équation dans le premier 
membre; le second membre se réduit alors à zér 0. 


Ainsi toute équation peut prendre la forme 


Ar 


en désignant par À une certaine expression algé- 
brique plus ou moins compliquée. Nous considére- 







47 


MA. 4 


LR 

















+ -TETUM 








et une solution de cette équation, c’est-à-dire des 


valeurs. Si ces valeurs n'annulent pas N, il est clair | 


done x=—2 est une solution de l'équation. Si l’on 


| ALGÈBRE 
rons presque exclusivement les éqos bo etes. que 
À se réduise à un polynome; on appelle alors degré 


aux inconnues. 

Dans le cas où À est une somme de fractions + 
rationnelles, on peut réduire ces fractions au même F 
LR Apateur et en faire la somme; l'équation 
prend alors la forme : 


de l'équation le degré de ce polynome par rapport à 


Te Ve 
N , 
#— 


M et N étant des polynomes, considérons V équa- 


tion : 
M0 


valeurs particulières données aux inconnues, +, y, ? 
et telles que M soit nul par la substitution de ces 


M PL - + 
N—=°; il n’en est 
pas de même si ces valeurs annulent N; on ne peut. 
alors rien affirmer, car le quotient de zéro par zéro 
n'est pas défini. 

Soit, par exemple, l'équation : 


que la relation M —0o entraîne 


si l’on suppose TLA onat 


CN En 
2 —KI+3—4—8 +3—1; 
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suppose x—= 3, on à : 


2—_3<5+6—=9— 15 +—6—0 
3 —4K3+3—9—12+3—0;, 


done x —3 n’est pas une solution. 


LA 


Nous énoncerons donc le théorème suivant : 

TaéorÈme Il. — Lorsqu'une équation se réduit 
au quotient de deux polynomes, on obtient ses solu- 
tions èn cherchant les valeurs des inconnues qui 
annulent le numérateur et qui n'annulent pas le 
dénominateur. On peut donc remplacer l’équation 
proposée par l'équation obtenue en égalant le 
numératéur à zéro, en se réservant d'examiner ulté- 
rieurement st les solutions trouvées annulent ou non 
le dénominateur. Cette opération s'appelle chasser 
les dénominateurs. En particulier, il peut arriver 
que le dénominateur soit un nombre, tel que 15 
ou 35; on peut alors le supprimer sans changer en 
rien les solutions de l’équation: Il est parfois plus 
commode de chasser les dénominateurs avant tout 
autre calcul; mais ce n’est jamais indispensable. 

Dans le cas où le. dénominateur renferme des 
lettres connues, est par exemple 3a—5, il y a lieu 
d'observer que, suivant la valeur de ces lettres 


(iei de a), ou bien ïl est nul quelles que soient les 


inconnues, ou bien il est différent de zéro quelles 
que soïent les inconnues; car il ne dépend pas des 
valeurs attribuées aux inconnues; cette remarque 
est importante dans la discussion des problèmes 
(que nous définirons au prochain chapitre). 

49. Exemples d'équations du premier degré à 


‘une inconnue. — Soit l’équation : 


3+bx—= 8x — 1. 


+ 


4 Faisons passer tous les ‘termes dans 1 
membre; nous obtenons : | 


5r—Br+3 +10, 


ou, en réduisant : 


. 


= Sr RD 


c’est donc une équation du premier degré; en n fai- 
_sant passer le terme connu dans le second membre, ee 
nous obtenons : 
— 3x ——}, 

Pour que l'équation soit vérifiée, il faut et il sui 
que x soit tel que son produit par —3 soit égal | 
4; x doit donc, d’après la définition même d 
la division, être égal au quotient de 4 par — 
c’est-à-dire que l’on à : 


Telle est la solution de l'équation proposée; de 
méthode même par laquelle nous l'avons obtenue 
montre qu elle est unique. , 

AUTRE EXEMPLE. — Soit l’équation : 


En faisant passer tous les termes dans le ST 
membre et en effectuant, on obtient : R 


Gr +a — 4x +3— 7x +25 


c’est-à-dire : 









m7 Re LL nee Ne Rte es 
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C'est une équation du premier degré que l’on 
_ peut écrire aussi : 


. d’où l’on tire, par le même raisonnement que tout 
à l’heure : 


I 
HE 


Fons 
é ncio8 

On déduit de ces exemples la règle pratique sui. 
vante : à 

Rècze. — Lorsqu'on s’est assuré qu'une équation 
est du premier degré en faisant passer tous ses 
termes dans le premier membre, on isole l’inconnue 
_ dans le premier membre et le terme connu dans le 
second; la solution s'obtient alors en divisant ce 
terme connu par le coefficient de l’inconnue. 
_ Remarque. — Pratiquement, lorsque l’équation 
proposée est simple, il n’est pas nécessaire de faire 
passer tous les termes dans le premier membre 
pour s'assurer qu’elle est du premier degré; il est 
. préférable d'appliquer seulement la seconde partie 
_ de la règle, c’est-à-dire de faire passer les termes 
inconnus dans le premier membre et les termes 
connus dans le second. | 

Exempze. — Résoudre l’équation : 


si DEF R Te 
DEAR A nd 


On obtiendra d’abord : 


He Din 
G—i=-9-7+7 


2 
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Puis, successivement : 





an 6 
INT TT 
LL 1087 SALES 
TL — Lo 97. 


» 


90. Équations à coefficients littéraux. — La 
règle est la même, lorsque l’équation, outre l’in- 
connue +, renferme d’autres lettres données a, b, c. 
Soit, par exemple, l'équation : 


3ax+b=cr +. 
On l’écrira comme il suit : 
(G3a— cx = 4 — b, 


et on en déduira que x est égal au quotient de 4 — b 
par 3a—c, ce que l’on écrira, en employant la 
notation des fractions rationnelles : 





Il n’y a pas lieu de simplifier cette fraction. Si : 


l’on avait : 
Jabx = a, 


on obtiendrait, par la règle de division des monômes : 
a°b TT 
RTE TS 
Si l’on a l’équation : 
(a-Lha 020 
on écrit 


ai 0? 


a — b 





XL = 





LES TMP TN pe 
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Mais l’on sait LR 39) que l’on a identique- 


amet: 
— D —(a — b) (a +6); 


si donc on suppose que a —b n'est pas nul, on 
obtient en simplifiant : 


x = a + b. 


En effet, dans ce cas, il y a un seul nombre qui, 
multiplié par a — b, donne pour produit a? — b? et 
l’on sait que a + b satisfait à cette condition. Si 
a — b était nul, l’équation proposée se réduirait à 
une identité. | 

RÈGLE. — Pour résoudre une équation du premier 
degré on l'écrit sous la forme : 


Az —B 


A et B étant des expressions algébriques ne renfer- 
mant pas x; la solution est alors donnée par la for- 
mule : 


26 
dans laquelle on se borne à indiquer la division, 


quand on ne peut ou ne sait pas l'effectuer. On 
simplifie d’ailleurs, lorsque c'est possible, la frac- 


.1B | 
tion +, en tenant compte de la remarque du n° 45. 


- 51. Discussion. — Considérons l'équation du 
premier degré : 


ar D; 


dans laquelle à et b désignent deux nombres don- 
nés quelconques. Discuter cette équation, c'est 


ALGÈBRE_ 





étudier les circonstances diverses qui peuvent se 
présenter, suivant les valeurs des nombres a et b. 
Ces valeurs peuvent être des nombres positifs ou 
négatifs, ou bien le nombre zéro. Supposons d’abord 
que a ne soit pas égal à zéro; il existe alors, quel 
que soit b, un nombre et un seul qui, multiplié 
par a, donne pour produit b; on désigne ce nombre À 


par =; l'équation est donc vérifiée lorsqu'on y rem- 


_ 


place æ par = et seulement dans ce cas; elle admet 


une seule solution bien déterminée ; nous pouvons 
donc énoncer le théorème suivant : 

TaéorRèME. — Lorsque le. coefficient a de x n’est 
pas nul, l'équation du premier degré ax —=b admet 
une han unique et bien déterminée. ch ; 

Supposons maintenant que & soit nul; on peut 

dire alors qu'il n’y a plus d’équation, puisque x 
disparaît. Ce cas ne se présenterait donc pas si l’on 
_ne considérait que des équations numériques, car 
on n'aurait jamais pensé à regarder comme une. 
équation une égalité ne renfermant pas z; mais 
lorsque les coefficients sont des lettres, 1l pent 
arriver que l’on soit conduit, par le problème posé, 
a donner dans certains cas à ces lettres des valeurs 
telles que a prenne la valeur zéro; on saisira la … 
portée de cette remarque en étudiant le chapitre 
suivant. On se propose de savoir ce que devient la 
solution dans ce cas particulier. 

Supposons d’abord que a étant égal à zéro, 

b soit différent de zéro; il n’existe alors aucun 
nombre x, qui, multiplié par a, donne pour produit b; 
l'équation est impossible. On remarquera que, si a. 
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ÉQUATION ET INÉGALITÉS DU PREMIER DEGRÉ 81 


È x | : b | \ 
est très petit, — est très grand en valeur absolue, et 
: a 


d'autant plus grand que a est plus petit; 1l est donc 
naturel de dire que la solution disparaît en devenant 


infiniment grande et de la représenter par le sym- 
bole æ (déjà utilisé au n° 43 de l’ Are premier 
cycle). 

Supposons enfin que a et b soient nuls tous 
les deux; alors tout nombre vérifie l’équation, 
puisque tout nombre multiplié par zéro donne 
pour produit zéro; on dit alors que l’équation est 
indéterminée ; elle admet pour solution un nombre 


quelconque. La formule dans ce cas se réduit à 


Qu. \ 
la forme 5 puisque b-et a sont tous deux nuls; aussi 


dit-on quelquefois que : est un symbole d'indéter- 


 mination. On peut résumer la discussion dans le 


tableau suivant : 


RÉSUMÉ DE LA DISCUSSION DE L'ÉQUATION ax = b 


ON DIT QUE FORMULE 
L'ÉQUATION EST | OU SYMBOLE 


HYPOTHÈSES : | LA SOLUTION : 


ao est unique déterminée 


a—0b=o | n'existe pas impossible 


est un nombre 


quelconque indéterminée 


a=0ob=0o 


BoreL. — Algèbre, 2° cycle, 6 

















II. SYSTÈMES D'ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ 
À PLUSIEURS INCONNUES | 















52. Systèmes d'équations. — On dit que pas +. 
_ sieurs équations forment un système lorsque l’on 54 
suppose que les inconnues ou variables qui y sont 

_ désignées par les mêmes lettres doivent y être rem- s “ 
placées par les mêmes nombres; lorsque ces nom- 
bres vérifient toutes les équations, ils constituent 
une solution du système. 

Par exemple le système : 


x+y =3 
x + 3y —=$5 


admet la solution x —2, y — 1; le système « 


THY +Hz:= 13 3 
22 + 3ÿ —2:—4/ Kid? 


admet la solution x= 1, y—2,23—10. Mr 
On dit que deux systèmes sont équivalents lors-_ 
qu'ils admettent les mêmes solutions, c’est-à-dire 
lorsque toute solution du premier est solution du. 
second et que toute solution du second est solution 
du premier. k —.. 

_ La méthode que nous avons suivie pour résoudre 
une équation du premier degré à une inconnue 
revenait au fond à remplacer cette équation part 
une équation équivalente plus simple ; de même, ne 
pour résoudre un système d'équations du premier È 
degré à plusieurs : inconnues, on cherche à le rem- 


AE 2302 


placer par un système équivalent plus simple. no # 






; 3e Le 
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commençant par les systèmes à deux inconnues, 
par une méthode très élémentaire, nous repren- 
drons ensuite, d’une manière plus détaillée et plus 
complète, le cas de deux équations à deux incon- 
nues. | | 

53. Système de deux équations à deux incon- 
nues. — Étant donné un système d'équations du 
premier degré, on commence par simplifier cha- 
cune des équations en opérant comme nous avons 
fait dans le cas d’une inconnue, c’est-à-dire en 
réunissant les termes inconnus dans les premiers 
membres et les termes connus dans les seconds. 

Soient, par exemple, les équations : 


3+ox — 4 —5y 
2 — 2y —6— 3x. 


On peut les écrire: 


227 + 0y—=1 
IT 2y — 4. 


: Pour résoudre ce système, nous emploierons la 
- méthode dite de substitution. Il s’agit de déter- 
miner des valeurs de x et de y qui vérifient ces 
deux équations. Si l’on connaissait la valeur de x, 
la première équation donnerait la valeur de y par 


: Ja formule 


_ dans laquelle x aurait une valeur déterminée. 

Cette valeur de y doit vérifier la seconde équa- 
tion, dans laquelle la lettre x a la méme valeur, 
… d’après la définition d’un système; si l’on substitue 















DR 


Rae 
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cette valeur de y dans cette seconde équation, on! 
obtient : 
(55e) . £ 


C’est une équation du premier degré à une seule 
inconnue +; elle donnera pour x une valeur unique 
et déterminée et, connaissant cette valeur de x, on 
obtiendra la valeur de y par la formule déjà écrite : 


Entrons dans le détail des calculs ; l’équation en x 
donne successivement : | 


PSE Sea : 
É ES 
19-0723 
FM 
Le 22 
= 


et l’on a ensuite : 


On déduit de la marche suivie la règle suivante. 
Rècze. — Pour résoudre un système de deux 
équations du premier degré à deux inconnues x et y 
par la méthode de substitution, on résout l’une des 
équätions par rapport à l’une des inconnues, y par 


exemple, comme si l’autre inconnue x était connue: 
pté, ». 


on substitue l'expression obtenue à y, dans l’autre 
équation, qui devient ainsi une équation à une 





inconnue x, que l'on sait résoudre. La valeur de æ 
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ce ayant été obtenue par la résolution de cette équation, 


on obtient y en remplacant x par cette valeur dans 


l'expression de y. * 


54. Cas d’impossibilité et d’indétermination. 


— Nous avons ramené la résolution d’un système 


à la résolution d’une équation du premier degré à 


une inconnue ; suivant que cette équation sera déter- 


minée, impossible, ou indéterminée, le système lui- 


_ même sera déterminé, impossible, ou indéterminé. 


Nous avons déja ne un exemple du cas déter- 


_ miné, c’est-à-dire du cas où la solution existe, et 





est unique. En voici des cas d'impossibilité et d'in- 
détermination. 


ExempLe Î. — Résoudre le système : 
| x 6y — 15 
Gx + 9y —= 18. 


La première équation donne : 


o RS NS, 


DU = 62 6 © à 3 


En remplaçant y par cette valeur dans la seconde, 
_ona: 


Le coefficient de x est égal à zéro et le terme 
indépendant de # n’est pas nul : l'équation est impos- 
_sible; le rysibime proposé est donc impossible, c’est- 
a-dire qu’il n’y a pas de valeurs de x et de y qui 

le vérifient. 








ALI 








re Lôree + de 
6x + 9y — 27. 


+ On tire de la première équation : 


À: 


et la seconde devient : 


6x +9 (3— 3 :) An. 


Elle se réduit à une identité : le coefficient de à 
et le terme constant sont tous deux nuls; x est 
_ indéterminé, c’est-à-dire qu’une valeur quelconque 
de x vérifie cette équation. On pourra donc choisi 
x arbitrairement; y sera alors donné PE la formule 
que nous avons obtenue : 


| Par exemple, on pourra prendre x=3 et l’on aura 
. y—1; où bien x ——3 et l’on aura y—=5, Éic en 
L' indétermination est ici simple; on entend par I 1 
qu’une inconnue et une seule peut.être prise arbi 
trairement, et que l’autre inconnue est alors déter 


de la valeur choisie pour la première. 
55. Systèmes de plus 2 deux équations. 
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3, 4, etc., équations à 3, 4, etc., inconnues. Nous 
allons le montrer sur quelques exemples. 
_ Exewpce [. — Résoudre le système : 


2x + 3y + 42 — 10 
5x — 8y +23 —1 
3x — y—933— 5: 


La première équation donne : 


_16—27—3y I 3 
+ DOS are 
En substituant cette valeur dans les deux autres, 
on obtient : 


I 
kx+=y— Es 


C’est un système de deux équations à deux incon- 
nues. 
La première dé ces équations donne : 


—7—hx 14, 8 
ÉD Auibe 


2 


À 


Y — 


et la seconde devient alors : 


(a 8 = 3 
BTS = 19 t 197 — 19, 
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c'est-à-dire : 


80 240 
19 19 
d’où : 
| T—3. 


On a ensuite : 


/ 2 
14: BP 


IT 19 19 - AO 
; \ 3 3 
34 — se enr ERP à 


Le système proposé est donc complètement 
résolu. 
ExempLe II. — Résoudre le système : 


THy+iHiZ= 14 


2Y— Gi — 7 
LXH+zZ—Z=IO 
32H 21— 9. 


La première équation donne :_ 
t—= 14 —Z—7Yy—3 
et, en substituant dans les autres, on obtient : 


24 eh (54 mes De y mu D) nr 
TX + 3 T0 
2+2{(14—x—y—323)=9, 


c’est-à-dire, en simplifiant : 


4X + 6y + 43 —= 49 
TX + 3—= 10 
—24—2y—= = —1u9: 


La 
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La première de ces équations donne : 


te Dei 


d'où, en substituant : 


c'est-à-dire : 
PRE: À 
EU. 


La première de ces équations donne : 


y=—. 


2 


Il'se trouve que cette valeur ne renferme pas x; 
mais cela ne change en rien la méthode; la substi- 


tution dans la seconde équation donne : 


3 2 
Roi 7 
4 4 
c'est-a-dire : $ 
—L 270 
at MS 


Connaissant x et 7, on a : 


__ 49 


ee D mer Ji D 
3 n y = 


a 


Le once est résolu. 


louts- en chosis convenablement l'équatio 


_ d'où l'on tire la valeur de l’une des i inconnues pou 


On remarquera que la troisième équation donn 
pour æ une expression très simple : 2 


En substituant cette valeur dans É première 
seule qui renferme +), on obtient : : 


F2 


| (10 — 2) }+y+iti=é, 


ferment Los que yet t; elles s écrivent : 


à y+i=4 
h 2y— hi — 7. 









SES; 


ÉQUATIONS ET 








La première de ces équations donne : 





ds Yet, 
et la seconde devient alors : 
| — 6t—— 16, 
d’où : 
PE 
= 


On obtient ensuite successivement : 


HE 
y —= 4 — 1—= RARE + 
2— 9—2— 9—5—}4 
Lin r0— 2— 10 — #4 —0. 
On peut parfois beaucoup simplifier la résolution 
des équations lorsqu'elles présentent une certaine 
symétrie. (Voir Exercices 95, 76, 266, 267). 
Il y a alors souvent avantage à introduire une 
inconnue auxiliaire et à employer la méthode d’éli- 
. mination par addition, que nous exposerons dans 
un instant. 
Remarquons enfin que lorsque le nombre des 
équations données est inférieur au nombre des 
inconnues, il y a une infinité de solutions. 


III. DISCUSSION D'UN SYSTÈME DE DEUX ÉQUATIONS 
À DEUX INCONNUES. 


56. Généralités sur les systèmes. — Rappelons 
que l’on appelle système d'équations l’ensemble de 
plusieurs équations qui doivent être vérifiés simul- 
tanément, c’est-à-dire pour les mêmes valeurs des 
inconnues et solution d’un système tout ensemble 
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de valeurs des diverses inconnues qui vérifient les 
équations du système. Par exemple, pour le sys- 
tème étudié à la fin du précédent paragraphe, les 
valeurs : 


- constituent une solution de système. 

On dit que deux systèmes sont équivalents lors- 
qu'ils admettent les mêmes solutions. Pour cela ile 
est nécessaire qué : 

° Toute solution du-premier soit aussi AO 
du Roue 

2% Toute solution du second soit aussi solution 
du premier. 

On devra done avoir soin de lon ces deux 
points pour démontrer l’équivalencé de deux sys- 
tèmes. 

Le procédé le plus habituellement employé pour 
obtenir un système équivalent à un système donné 
consiste à faire des combinaisons linéaires des 
équations de ce système donné; voici ce que l’on 
entend par là. 

Supposons d'abord que lés équations du système 
proposé, au nombre de trois par exemple, soient 
écrites de manière que les seconds membres se 
réduisent à zéro, c’est-à-dire aient la forme : 


À, B, C désignant certaines expressions algébri- 
; , g P 
ques. On appelle combinaison linéaire de ces équa- 





de, 


Fe, c désignant des nombres quelconques, positifs 
ü négatifs. Par à Féquationse "7. 


b A nul, la combinaison linéaire ne renferme 
pas B. Les nombres a, b, € sont dits 1e ANUS 


| C—o; pour que la combinaison Rene en ne | a 
| effectivement l’une des équations, B, par exemple, 
est nécessaire et suffisant que pe multiplicateur 


Fe former une RARE linéaire des : équa- 
| ons d’un système il n’est pas nécessaire de faire 
4 asser tous les termes dans le premier membre, 
8 comme nous Javons supposé. Soient, par exemple, 








Fee 


2 expressions ‘algébriques quelconques. on peut les as 


Su écrire : | RL 
ë A Luis ÂA' — 0 - Fe 

B — B' 0 ; | — É 

5 en C7 ne O. à 

3 

Formons la combinaison linéaire suivante : ia 


"el 
4 
ét 
l'a 


a(A— A) + b(B —B')+(C—C')—0. 


L 
2 


[Ru “ 
10 à 10 Lonbllé ? 
LAN at-il 
QE A" er 


Cette équation peut s’écrire aussi : Le 
aAÂ + bB+cC—=aîA'+ 868B'+cC, a 
et l’on voit qu’elle se déduit des équations données ne 


1 
WT 


24 


par la règle suivante. es 

RèGLe. — On obtient une combinaison linéaire dé 
plusieurs équations données en formant une noù- 
selle équation dont le premier membre est égal à la 
somme des produits des premiers membres des . 
équations données par certaines constantes @, b, c; 
et dont le second membre est égal à la somme des 
produits des seconds membres Le éguaiions données 
par les mêmes constantes prises dans le méme ordre. “ 

Dans la pratique il est commode d'écrire les 
multiplicateurs a b, c-en regard des ques 












M DIEHlés dans une même LS Ore DR: 
ExEMmPLE. — Former une combinaison linènrie des 
équations suivantes : 


2æ2—y—= BP 
Er 95 y 2 
z— x — 3y —— 6, 


> 


avec les multiplicateurs 2, — 1, —2. 
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On adoptera la disposition suivante : : 


CU AE 7 0 Dh en 2 
kX+H y—3:—= 2 ES 
—?2 —3y+ 3——6 — 9 


et l’on obtiendra le coefficient de chaque inconnue 

dans l’équation combinaison linéaire en faisant la 
somme des produits obtenus, en multipliant le 
coefficient de cette inconnue dans chacune des 
équations par le multiplicateur inscrit en regard. 
_ Par exemple, on aura pour x : - 


2X2H4X(—i1)+(—i)X(—2)—=4—-4+2—2, 
de même, pour 7 : 


ra tix(ntl 3x()) 
=—92—1+6—3; 


pour 3 : 
(— 3) XX (— Fi X(—2)=3—2—71, 
et enfin, dans le second membre : 
BK2+2X(— 1)+(—6)X(— 2) —10—2+12—020. 
La combinaison linéaire demandée est donc : 
22 + 3y + 3 = 


Nous donnerons d’autres exemples aux exercices. 


97. Théorème fondamental de la méthode d'éli- 


_ mination par addition. — Il est clair que toute 
combinaison linéaire de plusieurs équations est 
vérifiée pour toutes les valeurs des inconnues qui 
vérifient ces équations; car si, pour certaines 
valeurs des inconnues, on a : A—0, B—0, C—0, 

































on a aussi : aA + LB Nec e sil que soient 
les nombres a, b, c Il est donc naturel, pour | 
former un système équivalent à un système ttes ho 
d'utiliser les combinaisons linéaires des équations 
du système proposé. Telle est en effet la méthode 
communément employée. Mais s’il est clair quetout 
système composé de combinaisons linéaires admet 
toutes les solutions du système proposé, la réci- 
proque n’est nullement évidente et, en fait, n'est 
pas toujours exacte. Nous ne pouvons étudier ici en 
détail cette importante question; nous nous con= | 
tenterons d'indiquer un cas très important dans 
lequel on est assuré de l’équivalence et dont la 
connaissance nous suffira largement pour les appli- 
cations que nous avons à traiter. | 
_ THÉORÈME FONDAMENTAL. — Étant donné un Sys- 
ième quelconque d'équations, on obtient un système 
équivalent en remplacant l’une des équations de ce 
système par une combinaison linéaire renfermant 22 
effectivement cette équation, c'est-à-dire telle que le 
multiplicateur correspondant à à l équation ques l’on Ve 
remplace soit différent de zéro. TR 
Par exemple, soit le système : 


(A—o € 
(1) B—=0 
C0. 


D’après le ee le système suivant lui est 
APN RRQ. 
A =o + CES 
(IL) aA + 6B+oCxo FRE 
| C0) 








à condition que nee suppose expressément. que b 

_ est différent de zéro, c’est-à-dire que la combi- 
naison linéaire par laquelle on a remplacé la 
seconde équation du se I renferme effective: 
ment cette seconde équation ‘. 

_ Pour démontrer que le système (II) est équiva: 
lent au système (l), il faut montrer d’abord que 
toute solution de (1) vérifie (II) et ensuite que toute 

solution de (IT) vérifie (I) 

1° Toute solution de (1) vérifie (Il); car si A, B, C 
sont nuls, il en est de même de aA + bB + cC; 

_ 2° Toute solution de (Il) vérifie (1); car si (Il) 

est vérifié À et C sont nuls, ainsi que aA + 8B + cC; 

comme À et C sont égaux à zéro, il en est de même 


de aA et de cC, de sorte que PB —0; et comme b 


n'est pas égal à zéro, il en résulte que B—o; le 
système ([) est donc vérifié. 
Le théorème est donc complètement démontré. 
Nous allons l’appliquer à la résolution, puis à la 


_ discussion d’un système quelconque de deux équa- 


tions du premier degré à deux inconnues. 
58. Résolution d'un système de deux équations 
du premier degré à-deux inconnues. — Etant 
_ donné un système quelconque de deux équations du 
_ premier degré à deux inconnues, on peut, dans 
chaque équation de ce système, faire passer les 
termes inconnus dans le premier membre, les 





1. La nécessité de cette condition est intuitive: il est clair que 


si à était nul, il ne subsisterait dans le système (II) aucune trace 
de la seconde équation du système (I), c'est-à-dire aucune trace des 
. coefficients qui figurent dans B; les solutions de ce système (IT) 
- ne dépendant nullement de ces coefficients, il n’y aurait aucune 
3 raison pour qu'elles vérifient l'équation B — 0, 


s re BorEL, — Algèbre, 2° cycle. 4 | 7 
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termes connus dans le second membre et faire 
ensuite la réduction des termes semblables, Le sys“ 
“ième prend alors la forme canonique suivante : 


NS dla. + di à 










+ b k 
ax Y = C s 
(A) ja COTE 3 
a'x + by = c AR 

À ; à 4 
dans laquelle a; b,e, a’, b', c', désignent soit des 
nombres, soit des expressions algébriques Compos à 

sées avec les quantités regardées comme connues. 

| 


Nous nous proposons de résoudre le système (A). 
Il s'introduit, dans les calculs que l’on fait pour 
arriver à cette résolution, la quantité ab" ba’, que 
l’on appelle le déterminant du système, et les pro- 
priétés du système sont très différentes suivant que 
ce déterminant est nul ou est différent de zéro. 
Nous supposerons d’abord que l’on a : 


ab — ba'Æo, 
et nous dirons que nous nous trouvons dans le cas 
général}; nous étudierons dans le paragraphe Go 
les cas particuliers où l’on a : 


a dE, 


Le déterminant ab ba’ étant supposé différent 
de zéro, les coefficients b et b ne peuvent pas être … 
nuls tous les deux; car si l’on avait : 


D b'=6, 
il en résulterait : 
ab! PRE ba! ere Os 
Supposons, pour fixer les idées, que b soit diffé- 
rent de zéro (dans le cas où b serait nul, #’ serait 
sûrement différent de zéro et l’on procédérait d’une … 
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manière analogue); nous obtiendrons alors un sys- 
tème. équivalent au-système proposé en remplaçant 
la seconde équation de ce système par la combi- 
naison linéaire obtenue en prenant les multiplica- 
teurs Let — b; calculons cette combinaison d’après 


la règle de la page 94. 


ax + by —=c b! 
a'x + by = c! —h 


L'inconnue y disparaît dans la combinaison li- 
néaire, par suite du choix des multiplicateurs ; elle 
se trouve éliminée; et l’on obtient l’équation : R 


(ab! — ba'}x — cb" — bc", 


- 


de sorte que le système proposé est équivalent au 
suivant : 
? ax +by —=c 

ma) (ab! — ba')x — cb" — bc’, 

La seconde équation de ce système (A”) ne ren- 
ferme plus que l’inconnue x; de plus le coefficient 
de + est précisément le déterminant ab°— ba’ que 
nous avons supposé différent de zéro; cette seconde 
équation fournit donc pour + une paleur unique et 
déterminée. Si nous substituons cette valeur à la 
place de x dans la première équation du système 
(A’}, nous obtenons une équation à une inconnue y 
dans laquelle le coefficient b de y est différent de 
zéro. Cette équation fournit donc pour y une solu- 
tion unique et déterminée. Comme le système (A) 
est équivalent au système (A), nous pouvons con- 
clure de là que le système (A) admet une solution 
unique et déterminée, d’où le théorème : 











400 


 ALGÈBRE 


Taéorème. — Lorsque le déterminant ab'— ba! 


est différent de zéro, le système (A) admet une solu- 
tion unique et déterminée. Nous verrons, dans la dis- 
cussion, que la condition énoncée ici comme suffi- 


sante est aussi nécessaire, c'est-à-dire que ce théo- . 
rème fait connaître le seul cas où la solution du | 


système (À) est unique et déterminée. 

59. Calcul de la solution. — Pour calculer la 
solution dont nous venons de démontrer l’existence, 
il suffit de résoudre le système (A); la seconde 
équation donne : 


et, en substituant cette valeur dans le premier, 
celle-ci devient : 


Pas pe a(cb'— bc') __ b(ac' — ca) 
PTT ES Tab = ha SAUT 
d’où, puisque b est différent de zéro : 


il 200 
TT — Da: 


On peut obtenir plus simplement la valens de y 


en remarquant que si l’on élimine x entre les équa- 
tions du système (A), ce qui peut se faire en choi- 


sissant comme multiplicateurs — a’et a, on obtient: 


(— a'b+ b'a)jy—=— ca + ac. 


On pourrait aussi déduire la valeur de y de celle <. 
de x en remarquant que le système proposé pe 


change pas lorsqu'on y permute simultanément x 
avec y, a avec b et a’ avec D’; il suffit de faire ces. 


permutations dans la foraule qui donne x pour Re 
















\ 
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obtenir la formule qui donne y‘. De telles remarques 


sont fort utiles pour simplifier les discussions. Quoi 


qu'il en soit de la méthode employée, nous arri- 


vons à la règle suivante. 


RèGre. — La solution du système (A) est donnée 
par les formules : 
us cb! — bc! 
ab" — ba! 
ac! — ca’ 
1 Gb — ba! 


dont le dénominateur commun est le déterminant 
ab — ba, le numérateur de chaque inconnue se 
déduisant du dénominateur en y remplacant chaque 
coefficient de l’inconnue dont il s’agit par le terme 
connu de la méme équation (c'est-à-dire a par c et 
a! par c’ si l’on cherche x; b par c et "par c’ si l’on 


cherche y). 


Dans les applications, au lieu d'appliquer les for- 


mules il est souvent aussi commode d'effectuer 
directement les calculs d'élimination. On utilise 
alors la règle suivante. 

Rècze. — Pour calculer l'inconnue x on forme une 
combinaison linéaire des équations proposées en 


prenant comme multiplicateur de la première équa- 


tion le coefficient de y dans la seconde, et comme 
multiplicateur de la seconde équation le coefficient 


changé de signe de y dans la première. On obtient 





= e ! . . . ) ot 
ainsi une équation qui ne contient plus y et d'où 





1. Nous avons en effet démontré que la solution est unique et 


. déterminée; donc, quelle que soit la méthode qui conduise à une 


valeur pour y, nous sommes certains que nous trouvons bien /a 
valeur unique et déterminée de cette inconnue. 
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l'on tire la valeur de x. Pour calculer y on peut, soit 
utiliser cette valeur de x en la substituant dans l’une 
des équations PP RE soit procéder directement 
d'une manière analogue, c’est-à-dire former une 
combinaison linéaire en A pour multiplica- 
teurs le coefficient de x dans la seconde équation 


et le coefficient changé de signe de x dans la 


première. 

Remarque 1. — Il est inutile de s’assurer au 
préable que le déterminant ab°— ba’ n’est pas nul; 
c’est une conséquence du calcul même, car ce déter- 
minant est égal au coefficient de x (ou de y) dans 
l'équation résultant de la combinaison linéaire ; si ce 
coefficient est nul, on s’en aperçoit immédiatement 
en appliquant la règle. 


Remarque II. — Il est quelquefois possible de 


prendre des multiplicateurs plus simples que ceux 
qu'indique la règle. Dans le cas où les coefficients 
sont des nombres entiers, on simplifie les calculs 


en recherchant le p. p. c. m. des. valeurs absolues 


des coefficients de y et en prenant pour multiplica- 
teur de chaque équation le quotient de ce p. p.c.m. 
par le coefficient de y dans cette équation, en ayant 


soin cependant de changer le signe de l’un de ces 


quotients. 
Exempzes. 1. — Résoudre le système : 


22 + by —=4 
3x — 2y — 5. 


Prenons 2 comme multiplicateur de la première > 
équation et 5 comme multiplicateur de la seconde ; e 
nous écrivons ces multiplicateurs en regard des 


EnNCE 










À 
Sr Lee, 


11 J s Fier 
ba de ra À a C7 v Al 23 nee de 


ra 
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_ équations : 





2% + 0y —= k4 2 
3x —2y —= D ô 
19% 33 


et nous disons 2 fois 2,4 + 3 fois 5,15 — 19 coeffi- 
cient de x. 2 fois 4,8 +5 fois 5,25 —33, terme 
connu; nous avons donc: 
33 
LR, 
19 


Prenons maintenant les multiplicateurs 3 et 


Er Re PT 
22 + y —=A4 3 
Pi aye—5 _— 2 
19 —= 2 s 


* 


un calcul analogue donne : 


L'élève vérifiera que les valeurs obtenues pour 
x et y donnent bien une solution du système. 
Il. — Résoudre le système : 


kx + 67 — 9 
27 + 0y = 7. 


Les coefficients 6 et 9 de y n'étant pas premiers 
entre eux, leur p: p. c. m. 18 est inférieur à leur 
produit ; il y a donc avantage à prendre pour mul- 
tiplicateurs 3 et — 2; pour éliminer +, on prendra 
ensuite pour multiplicateurs — 1 et 2. Pour éviter 
de récrire trop souvent les éqüations on peut adopter 





Que 4 CE SE hate, eu OA dar NÉE EEE RSe PORT DR PA à 
er TT Per 1-74 N sl 
Ê PAR puis . 


3 te 9. 
2x + 9y —=7 

8x 

127 


ON de 12— 4— 8 
_3K9—2xX7— 27 14 = 18 
(—1)K6+2xXg9——6+18— 7132 
(—1)XK9+2X7—=—9+14— 5. 


On obtient ainsi la solution : 


JT 


RER DR CERTES 


L'élève vérifiera que ces valeurs satisfont ai | 
équations proposées. < 
IT. — Résoudre le système : 


ar + by —=c2. 
ax +: b? D, 


Pour éliminer y il suffit de prendre les nr 
cateurs b et — 1 et pour éliminer x, les multi 
cateurs — à et 1; on adoptera la disposition 


ax+by=c 
ax + by = c? 
(ab— a?) x — bc — c? 


nt | 
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d’où l’on tire : 


_ è— c) 
RARES à 

__ c(c— a) 
TT bb —a} 


Telle est la solution du système proposé sous la 
réserve que les facteurs a, b, b— a par lesquels on 
a divisé ne sont pas nuls; AE étaient nuls, il y 
aurait lieu de discuter, comme nous l’expliquerons 
dans un instant. 

IV. Résoudre le système : 


LT EY=IN 
SAN IAE os 
Note 


Pour éliminer y on peut adopter les multiplica- 
teurs 1 et b et pour éliminer x les multiplicateurs 
1 et — a; on obtient ainsi : 


c (14) 1 +28 
a 


(+5 
y 3) =1—28;, 


d’où l’on déduit : 4 


k — 44 + 26) 
Sr ES TEE NES EN) 

. b(1 — a) 
ler EN SITES ; 


sous la réserve que le diviseur a +b n'est pas 
nul. 
6o. Cas où le déterminant est nul. Discussion. 










106 s  ALGÈBRE 
— Reprenons le système général : 
: ax + by —=c 
(A) a'x + b'y = €. 


Nous avons vu que lorsque le déterminant 
ab’ — ba’ n’est pas nul, ce système admet une solu- 
tion unique et déterminée; nous allons maintenant 
étudier ce qui se passe lorsque l’on suppose : 


(1) ab ba — 607. 


é: 
t 
= 
28 


Nous distinguerons deux cas. | 
PREMIER cas. — Les coefficients a, b, a, L' ne 
sont pas tous nuls. Nous supposerons alors, pour 
fixer les idées, que l’on a : 
(2) AE 0 
On ferait des raisonnements et des calculs tout 
à fait analogues dans le cas où ce serait a’, ou b, 
ou D’ qui serait différent de zéro. (Bien entendu, … 
il peut arriver, et 1l arrive le plus souvent, qu'aucun 
des 4 coefficients n’est nul; on peut alors raisonner 
en partant de l’un quelconque d’entre eux comme 
nous raisonnons en partant de a), 3 
Le coefficient & n'étant pas nul, nous pouvons 
remplacer la seconde équation du système par la 
combinaison linéaire obtenue au moyen des multi= … 
plicateurs — a” et a; nous obtenons ainsi le système 
équivalent au système (À) : “Ca 










SERRE AS EEE EE TR EUR 


ax+by —=c ee. 
(B) (ab! — ba')y = ac’ — ca'. | Es. 


Mais par hypothèse ab°— ba'— 0; donc si l’on a:. 
(3) ac — ca! 70, | 


LE NS EE nee de AUTANT N 
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la seconde équation de ce système (B) est impos- 
sible, c’est-à-dire n’est vérifiée pour aucune valeur 
de y; le système (B) est donc lui-même impossible 
et il en est de même du système équivalent (A). 
Les hypothèses (1), (2) et (3) entraînent donc 
l'impossibilité. Supposons maintenant que l’on ait : 


(4) | ac — ca  =0, 


La seconde des équations du système (B) est alors 
indéterminée; elle est vérifiée quel que soit y. 

Prenons HE pour y une valeur quelconque que 
nous désignerons par 7,; c’est-à-dire posons : 


Y—= Yo° | 
La première des équations du système (B) devient : 
ax + by, =c, 
et comme a est différent de zéro, elle donne : 


Ge 0, 
RATE : 


Le système proposé admet donc la solution sui- 
vante : 
c— by, 

œ ‘ 
ete 


di HAE 


quel que soit 0; il est indéterminé, de telle manière 
que l’une des inconnues, à savoir y, peut être 
choisie arbitrairement; et, lorsqu'elle est choisie, 
inconnue x est déterminée. On remarquera que 
J'inconnue qui peut être choisie arbitrairement 
est y, alors que l’on a fait l'hypothèse (2), c’est- 
















efficient a de x. Si l’un des co OeR & y ‘es 
différent de zéro, on peut de même prendre æ arbi 
trairement et y est alors déterminé en fonction de x. 
li indétermination qui se présente ici, comme con- 
séquence des hypothèses (1), (2), (4), est dite simple, 
parce que l’une des inconnues seulement peut être # 
choisie arbitrairement et que l’autre est alors 
déterminée, 











REMARQUE. — Si l’on supposait : A 
(COS bÆo, “CSS 
on trouverait de même en éliminant y que le système est 4 
impossible si l'on a : RAT ; ds 
1 CHERE bc'— cb Lo, 













_ et indéterminé si l'on a : 


(4)' Sas bc! — cb! — 0. 






Il n’est pas inutile de remarquer que l'on doit nécessaire. £ 
ment arriver à la même conclusion quelle que soit l'inconnue 
_ qu'on élimine. Effectivement dans les hypothèses (x), (2) & 
et (OI la relation (3) entraîne (3) et réciproquement, ou, te. 
qui revient au même, la relation (4) entraîne (4) et réci- 
proquement. 

En effet, « et b étant différents de zéro, la relation Ge) “st 
peut s’écrire : 5 


(5) 







= = 


b' 
PS 


sle 









D'autre part, si i la relation (4) est vérifiée, ou bien l'on à a à 
&—c'—o et la relation (4') est aussi vÉ RE ou bien, si c’ 
n'est pas nul, c ne peut pas être nul, car ac'-n’est pas nul 
puisque a n’est pas nul, donc a’c ne peut pas être nul;ona 
donc c £o et la relation (4) donne : 3 LaCie 






Le. 
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En rapprochant cette relation de (5) on obtient : 


! b'! ! 


SE 
| 
SI 


(7) 


d’où l’on déduit la relation (4). La relation (7) exprime que 
les deux équations proposées ont leurs coefficients propor- 
tionnels. 

Dès lors toute solution de l’une est nécessairement solu- 
. tion de l’autre, 


SECOND cas. — Les coefficients des inconnues sont 
tous nuls. On a, par hypothèse : 


a —0 æ—0o b—0 0: 


Il est clair alors que si c et c’ ne sont pas tous 
deux nuls, les équations proposées ne peuvent 
jamais être vérifiées toutes deux, quels que soient 
x et y, puisque les premiers RUE Dre se réduisent 
toujours à zéro et que l’un au moins des seconds 
membres n’est pas nul Si l’on a : 


C0 CE O 


les équations proposées sont vérifiées quels que 
soient x et y; l'indétermination est double, car les 
deux inconnues peuvent être prises arbitrairement. 
_ Gr. Résumé de la discussion. — La discussion 
peut être résumée dans le tableau de la page suivante. 

Nous donnerons dans le chapitre suivant, à l’occa- 
sion des problèmes du premier degré, des exemples 
de discussion de systèmes, développés ou à traiter 
comme exercices; la théorie précédente sera ainsi 
éclairée par des exemples concrets. 








LL 


DISCUSSION DU SYSTÈME 


ax + by —=c 
a'x + b'y = c 


HYPOTHÈSES RÉSULTAT FORMULES 


_ cb — be! 

solution unique FT Ab ER 
et.déterminée. ac! — ca! 
Tab — ba 


système impos- 
sible. 


b 
indétermination| &æ = ns) 


simple. 
JEU 


e êt c'ne sont || : 
pas nuls tous. |*YSième impose 
déce sible, 


indétermination 
double. 


Dans ce tableau xp et yo désignent des nombres quelconques, que l’on peut 
choisir arbitrairement. Dans le cas où ab' — ba’ = 0, si au lieu de supposer 
a=£0 on supposait, par exemple, b' =Z 0, et be’ — cb" = 0, les formules 
seraient remplacées par les suivantes : 











À 
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IV. INÉGALITÉS DU PREMIER DEGRÉ 


65. Inégalités numériques. — On appelle iné- 
galité une formule par laquelle on exprime que, de 
deux quantités, l’une est supérieure à l’autre; ainsi, 
si l’on veut exprimer que 4 est supérieur à 3, ou 
est plus grand que 3, on écrit : 


4>3, 


que l’on énonce 4 supérieur à 3. On peut écrire 
aussi : 
3< 4, 


_ que l’on énonce 3 inférieur à 4. Ces deux inéga- 
lités sont dites de sens différents On voit que l’on 
peut permuter les deux membres d’une inégalité, à 
condition d’en changer le sens. | 

Rappelons que tout nombre négatif est inférieur 
à zéro, et que, de deux nombres négatifs, le plus 
grand en valeur absolue est inférieur à l’autre. 

On a, par exemple : 


— 4 <—3 
—2<0 
—<1. 
D'ailleurs, par définition (n° 18), l’inégalité 
a > b 
_ signifie que la différence a — b est positive, ce que 
Von écrit : | 
a—b>o. 





Désignons par ce un nombre Li 


Fur 
_ on à aussi: 
se a+e>b+c; 


» 


de même, si l’on a : 


ü on a aussi ! + : os 
| _a+e<b+e 
Li Con n. 
Nous pouvons donc é énoncer le 
_Tnéorëme L. — On ne modifie pas le: 

‘inégalité en ajoutant ou retranchant un ] 

_ nombre à ses deux membres. 
Par exemple, l’on a : 

J'on a aussi : er ot 
— +12 << —3+1a 
—4— 15 <—3— 15, 
; c’est-à-dire : = | 

8<9 
— 19 << — 18. 








FAT ES 
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re Plspliant où divisant les deux membres par un 
_ même nombre NÉGATIF. 


_ Par exemple, on a : 


1<4 


en multipliant lés deux membres par 3, on obtient: 


/ 


se 


072 12 


et en les divisant par 8 : 


— 


Er 
D L 


inégalités de même sens que la proposée. Au con- 


traire, en multipliant les deux membres par —», 


on obtient : 
| Let 


et en divisant par —2 : 


eu 


_inégalités de sens contraire a la proposée. 


Pour démontrer le théorème II il suffit d'observer 


_ que le produit d’un nombre par un nombre positif 
_ est du même signe que le multiplicande, tandis 
que le produit d’un nombre par un nombre négatil 
est de signe contraire à celui du  multiplicande 


_si donc on a : 







Ur 


c’est-à-dire : 


a=5 50, 


et si c est positif, on a aussi: 


: (a—bje > o, 
: Bone, — Algèbre, 2° cycle, 8 





ac—be>o 
Me AE 


\ 


_ tandis que si c est négatif, on a 


(a — be <o 
ac—bc<o 
ac < bc. 


La démonstration est la même dans le cas de la 
division. (Voir aussi Exercice 274.) - 1 
- 63. Inégalités du premier degré. — - On appellé 
inégalité du premier degré une inégalité -dans 


se laquelle figure, outre les quantités connues, une 


\ 


_ nous traitons. 


_ inconnue (ou variable) x au premier er Pa 
exemple, l'inégalité : RS 


+ à 


de x ellé est Haiti Les ns du prem 
UE à une inconnue se résolvent par une march 


& “oi soin de changer É sens de Taégali lors 
qu on multiplie ou divise Des un nombre négati) ; 


€ 


. Il serait sis correct d'employer, concurremment avec 
He ee er termes Es à et be à de même e 


1 d'inconvénient grave a les questions élémentair 
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Soit, par exemple, à résoudre l'inégalité : 
3x — 5 > 5x +8. 


En faisant passer les termes renfermant x dans 
le premier membre et les autres dans le second 
membre, elle devient : 


— 2x >> 13, 


d’où en divisant par — 2 : 


On a changé le sens, puisque — 2 est négatif. 
(Voir aussi Exercice 275.) 


EXERCICES SUR LE CHAPITRE III 


-60. — Résoudre les équations : 











2® —6 ; 3z—4h 5x —9 
7 2 ES 28 
= L 107 — 3 —0 
15 3 
2 —2( — 22) +8 (1— 4x) —5. 


Les équations qui renferment des dénominateurs devrout 
- être résolues de deux manières : en chassant et sans chasser 
les dénominateurs. 

61. — Résoudre les équations : 


ax + b=— cx + d 
(a — bx)e = (a + bx)d 


62. “4 Résoudre le système à 


22 + 3ÿ—=h 
82 — 2y —5. | 


63. — RL tRS le sème : 


20 y =? 


f ee 5. 
Tru 


64. — Résoudre le système : 


65. — Résoudre É FYAAREE : 
2(a7+3y—5)= 2 e+34u0 
T+y=i. 


cp: — Résoudre le système : 


27 — y rt 


stylet y 


Ces systèmes doivent être résolus de detx inanté 
substitution et par la méthode des combinaisons | linéai | 
67. — Résoudre et discuter le SYFEMSE T2 


; ax + by =c. 
; Q® = by = de 








EXERCICES SUR LE CHAPITRE II 
68. — Résoudre et discuter le système : 


4 ax + by = c 
bœ — ay = d. 


69. — Résoudre et discuter le système 


ax — by —=c 
ax? — b?y = e?, 


70. — Résoudre le système : 


HRNe Nues tx 
Xm+(5+)y—4 + 


Discuter la solution obtenue suivant les valeurs de À, 


71. — Résoudre le système : 


se +))æ+(b +))y=c +1. 
(@ +2 ++ y=e + 


Discuter la solution obtenue suivant les valeurs de x 


72. — Résoudre le système : 


S—Yÿ+ z—=06 
T—y—32— 12. 


73. — Résoudre le système : 
| ‘4 


74. — Résoudre le système : 


æ + 3y —2z —1—3 « 
x — "y +r+t=3 

I 
NA sy as = 


> système : 


LEVETE +10 
\z+i+z—6. 
LAN THOTÈRSE 


22 


| Généraliser. 


76. — Résoudre le système : 


2+ y+ z =: 
ax + by<+cz —=m 
a?x + by + ec: — m?. 
Généraliser. à Rs 
7: — Résoudre le système 2 

bz—cy = 
ex — az =$ 
ay—bx—Y. 


a sila somme da + _ cy est nulle. 


78. — Résoudre le système : 


DES —b _z—c ; à Re 
ce = Se co 


79. — Résoudre les inégalités : 


3356. 
ste ne 
3 
apart 
=: _ Ty 
5 


73 Rec à 
> 


NE Te 
GA 8)e + (à + 6)y = 2ù + 6 


” à Pot indéterminé ? Ayant ainsi déterminé k comment d s 
ASS x pour ie y soit port Pa 
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81. — Résoudre les inégalités : 


ax—b>cx—d 
d—br# o— br 
c + Ai ee 





82. — Résoudre le système : 
ax + by + cz —=d 
ax + by + cz d' 
a'x À by - cz — d'& 
83. — Résoudre le système : 


ax + by — c3 
aëx + b5y = cÿ, 


84. — Résoudre le système : 


Montrer que la solution de te système vérifie aussi l’équa- 
tion : | 


85. — Résoudre le système : 


e+é=(1+i) 
spi (—5) 
a El 


et montrer que la solution ne vérifie pas l'équation : 


2-35 2) } 
lee Pate CO VE ME br 


CHAPITRE IV 


PROBLÈMES DU PREMIER DEGRÉ 








I. GÉNÉRALITÉS 


64. — La résolution d'un problème par l' algèbre 
Le Eee se subdiviser en 4 parties : 
4 ° Choix des inconnues; 
| . Mise en équations; 
3° Résolution et discussion des équations ; 
. 4° Discussion du problème. | 
* Nous avons étudié la 3°" partie dans le PU . 
__. précédent; nous allons dire quelques mots des _ 
_ autres; ces généralités seront d’ailleurs surtout 
À éclaircies par les exemples. NES 
Le 65. Choix des inconnues. — Lorsque l'on veut. 
résoudre un problème par l'algèbre, la première 
question que l’on doit se poser est relative au choix 
desi inconnues. Elle se subdivise en plusieurs parties: … à 
1° Quelles quantités prend-on comme inconnues? 
2° Comment sont-elles définies en valeur absolue? 


3° Comment sont-elles définies en signe ? 108 2 


LV CR 
ait 


Examinons successivement ces trois points. FA 








Fr LEA 


BP TT STE OS ENT UE ele AURA Pol de LE 
7 Ag" PRET MODE | EX M LA CE 7 "4 
PARA + 12 n. 






= te "id 
1 . ; 2 k û 


+ Le 


dr " K 
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1 Dans les questions élémentaires, l'énoncé 
indique généralement d’une manière assez claire 
par elle-même quelles inconnues il faut choisir; 
c’est surtout l'étude de nombreux exemples qui 
peut servir de guide pour choisir, dans certains 
cas, certaines inconnues de préférence à d’autres : 
ilen résulte parfois des simplifications assez grandes. 

29 Les quantités que l’on prend pour inconnues 
étant déterminées, il est essentiel de définir d’une 
manière précise de quelle manière on les repré- 
sente par des nombres, puisque ce sont des nombres 
seulement qui figurent dans les formules de l’al- 
gèbre. Pour cela, il faut fixer d'une manière pré- 
cise l’unité que l’on choisit; lorsqu'on aura trouvé Ds 
la solution, qui sera un certain nombre, on devra 
se rappeler quelle unité a été choisie afin de con- 
naître la signification de ce nombre. De plus, dans 
certains cas, il est nécessaire de fixer une origine; 
si l’inconnue est un temps, par exemple. 

3° Dans bien des problèmes, les quantités incon- 
nues sont de nature telle qu’on peut les considérer - 
comme positives ou négatives; il est done néces- 
saire, en même temps qu'on choisit une unité, de 
faire une convention précise relative au signe de 
chacuné de ces quantités. On devra se rappeler 
cette convention, lorsqu'on aura obtenu la solution, 
de manière à en connaître la signification concrète 
précise. 

Soit, par exemple, le problème suivant : 

j Jean a 3 ans 6 mois et Pierre 18 mois; peut-il 
arriver que l’âge de Jean soit double de celui de 
Pierre ? Il est assez naturel de prendre pour inconnue 
le temps qui sépare le moment actuel de l’époque 





À 4} 2 
EL 
y 
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où l’âge de Jean sera (ou a été) double de celui de 
Pierre. On prend donc comme origine des temps 
l’époque actuelle. De plus, on devra choisir une 


unité de temps; on prendra, soit le mois, soit l’année. 
Enfin, on devra indiquer si l’on compte les temps 


come positifs vers le futur ethégatifs vers le passé, 


ou inversement. Les conventions ainsi faites per- 


mettront de mettre le problème en équation et, 


cette équation résolue, de discuter le résultat. 


66. Mise en équations. — Mettre un problème % 
en équations, c’est écrire les équations que les. 
inconnues doivent vérifier, d’après l'énoncé. Les 
conditions non traduisibles par des équations sont 


étudiées dans la discussion (n° 67); on ne s'occupe 


ici que des conditions qui s'expriment par des 


relations entre les inconnues et les quantités don- 
nées; il faut avoir grand soin, avant d'écrire ces 


relations, d’ exprimer toutes . quantités de même 


nature avec la même unité et, s'il y a lieu, avec la 
même origine et les mêmes conventions de signe. 
Sans cette précaution, les équations écrites ne signi- 


fieraient rien et on ferait des erreurs très graves. | 


Soit, par exemple, le problème suivant : 


Deux voyageurs se déplacent sur la route de Paris 


à Lyon; ils sont tous deux entre Paris et Eyon, le 


premier est à 35*" de Paris et le second à 30“%de « 
Lyon ; le pr emier se dirige vers Lyon avec une vitesse 
de 20°" à l'heure et le second se dirige vers Paris 
avec une vitesse de 4" à la seconde; on demande 


au bout de combien de temps ils se rencontreront, 


sachant que la distance de Paris à Lyon est de 
ON: ES 


Nous prendrons comme inconnue le temps x qui 





HSE re 


34 


WT ESS 
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s'écoule depuis l’époque actuelle jusqu’au moment 
. de la rencontre; ce temps sera supposé compté posi- 
tivement vers l’avenir et exprimé en heures : nous 
avons ainsi choisi une origine des temps, un sens 
nou pour les temps, et une unité de temps. Mais 
_notre énoncé renferme aussi des longueurs ; nous 
choisirons une origine des longueurs, par exemple 
Paris, un sens positif, par exemple le sens de Paris 
vers Res. et une unité de longueur, par exemple 
le kilomètre. Avec ces unités la position du pre- 
mier voyageur est définie par le nombre + 35 et 
sa vitèsse est + 20; quant au second voyageur, Sa 
position est définie par 500 — 30 —470 puisque 
Lyon est à 5oo“"de Paris et qu'il est à 3o“"de 

Lyon vers Paris; quant à sa vitesse, il faut remar- 
_ quer que s’il parcourt 4" en une seconde, il par- 
court en une minute 4><60 et en une heure 
4><60 >< 60 — 14 400 mètres, c’est-a-dire 14,4; 
de plus, il se dirige de Lyon vers Paris, c’est-à-dire 
dans le sens négatif; sa vitesse est donc — 14,4 
avec les unités de longueur et de temps que nous 
avons choisies. 

Ces calculs préliminaires faits, la mise en équa- 
_ tion est immédiate; il suffit d'écrire qu'au bout du 
ps x les deux voyageurs sont au même point, 
c'est-a-dire que leurs distances à Paris sont égales ; 
or, d’après l’équation du mouvement uniforme, la 


distance du premier voyageur a Paris au bout du 


temps x est 35 + 20x et la distance du second 
4go —-14,4x; l'équation du problème est donc : 


130 +07 — 470 — 14,4. 


67. Discussion des résultats. — La résolution 
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de l'équation ou des équations d’un problème est 
déterminée, impossible ou indéterminée; l’indéter- 
mination peut être simple, ou double, ete. ; dans de 
cas où les équations sont déterminées, elles con- 
duisent à des nombrès qui peuvent être positifs ou 
négatifs, entiers où fractionnaires, etc. Discuter le 
problème, c’est examiner quelles conséquences on 
peut déduire de ces diverses circonstances au point 
de pue de la solution du problème. : 
Par exemple, supposons que la lettre x repré- | 
sente le nombre d’hommes présents dans une 


à ir RO < 
a) M À 
" ds fu tt Dre # 
Jd ae A V9 0 UE T4 di ME 


AR Tee 


assemblée et que nous ayons trouvé x — 7 ou bien 
æ—=— 12; nous devrons en conclure que, si nous 
n'avons pas fait d'erreur de calcul, le problème 
proposé est impossible. ï 

Nous montrerons sur des exemples comment on 
discute un problème; cette discussion est généra- 
lement très aisée dans le cas où les données sont 
numériques; elle est souvent plus longue lorsque 
ces données, ou quelques-unes d’entre elles, sont 
représentées par des lettres dont la valeur 


À api nie MENT NE RL à ES AE 2? à 


\ | 
PCT OMAN O7 rh 






numérique n’est pas connue. Pour faire une diseus- 
sion complète, il est alors nécessaire d'examiner : 
successivement les diverses hypothèses que l’on 
peut faire sur le signe et la grandeur relative des 
données. Tout cela sera rendu plus clair par l'étude | 
des exemples. ; 
Æ 

II. PROBLÈMES DU PREMIER DEGRÉ A UNE INCONNUE + 
68. Définition. — On dit qu'un problème est 4 


un problème du premier degré à une inconnue 
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lorsque sa résolution se ramène à la résolution 
d'une équation du premier degré à une inconnue. 

Il importe d'observer que cette définition est 
moins précise qu'elle ne le paraît, Lorsqu'on donne 
un problème, en effet, le nombre des inconnues 
qu'il faut introduire pour le résoudre dépend par- 

_fois en partie de la méthode que l’on suit. Par 
exemple, soit lé problème suivant : 

Paul a 3 boules de plus que Pierre; mais si PR 
avait deux fois plus de boules, il en aurait 5 de 
plus que Paul, combien Pierre et Paul ont-ils de 
boules ? 

On peut appeler x le nombre de boules de Pierre 
et y le nombre de boules de Paul, ce qui fait deux 
inconnues; on peut aussi remarquer que, si l’on 
appelle x le nombre des boules de Pierre, l'énoncé 
nous apprend immédiatement que le nombre de 
celles de Paul est æ +3; il est donc possible de 
n’introduire qu’une inconnue. 

Une remarque analogue peut être faite pour le- 
degré. Soit, par exemple, le problème suivant 

Trouver un nombre positif sachant que son carré 
augmenté de 9 est égal au double de son carré 
diminué de 7. 

Si l’on désigne ce nombre par x, on à l'équa- 
tion : 

LV H9—= 22? — 3%, 


qui ést du second degré. Mais on peut prendre 
pour inconnue le carré du nombre cherché; si lon 
désigne ce carré par y,on a l'équation du premier 


degré : 


YF 9 = 2y 9, 








12% 








/ 











tait; l’équation du problème est donc : 


38 œufs. Il n’y a pas de discussion, cette solution 


que l'on a fait quelque erreur et chercher à la + 





















qui donne de suite mass le nt cherché : 
donc 16 pour carré : il est égal à à 4. 

69. Exemples de problèmes du premier degré 
à une inconnue. ProBcème 1. — Une fermière porte 
au marché un certain nombre d'œufs, qu'elle compte 
vendre 10 centimes pièce; elle en casse 6, mais elle 
trouve à vendre les autres 15 centimes pièce et rap= 
porte ainsi chez elle 1° de plus qu’elle ne comptait 
en partant. Combien avaitselle d'œufs? . LK SES 

Désignons par x le nombre d'œufs qu’elle avait 
au départ; la somme que la fermière comptait rap= 
porter chez elle sera désignée par 104, si nous choi- é 
sissons le centime comme unité. L’énoncé nous. 
apprend qu’elle vend x—6 œufs à 15 centimes, ce 
qui lui rapporte (x — 6) 15 et qu'elle obtient ainsi AE 
c’est-à-dire 100 centimes de plus qu'elle ne comp- . 


(x —6)15 — 10Z + 100. 


. On en conclut : 
br== 106 + 
Visas Pa À 
La réponse est donc : la fermière avait au départ 
convenant parfaitement à la question posée. Il est 


bon de vérifier le résultat; s’ik ne satisfaisait pas 
aux conditions du be on devrait en conclure 


découvrir. _ 
On voit que 38 Buts do nee donnent 37,80; 
si l’on a 6 œufs de moins, c’est-à-dire 32, mais qu'o 















e ae : Te résultat (rot est ue ire é 
a PROBLÈME Il. — Un marchand de vin désire obtenir ; 
a 100 litres de vin lui revenant à 0",50 le litre en 
_ mélangeant du pin qui lui coûte 06,35 le litre avec 
_ du pin qui lui coûte 0",95 le litre. Combien doit-il 
:af prendre de vin de chaque espèce ? : 
Sn Désignons par æ le nombre de litres de vin à 
DS 5. puisqu'il faut 100 litres en tout, le nombre 
_ de litres de vin à 0,95 est 100—x. Le prix total 
Se AE revient des x litres à 0,99 et des 100 — x litres 
_à 0,95 doit être égal au prix de 100 litres à 0,50, 
c c'est-à-dire à à 90". On a donc l’équation : 


? 
É 
















2e Dee (100 — x) — 50, 





En réduisant, on obtient : 
— bo 50 — = 95 = — 45, 


d’où l’on tire : 





u il faut donc prendre 79 litres à o",35 et, par suite, 
295 Hitres à 0,95. ” g < - 
_ Nous laissons à l'élève le soin de vérifier ce 
ésultat. 
Proscèue IH. — Un voleur s’est emparé done 
pi icyclette els ’enfuit sur une roule avec une Pia 
_ de 20*® à l'heure; on s’en apercoit 3 minutes après 







&” ve à ] JE RER 
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| avec une vitesse de 22%" à There: An bout de. 0 come ch 
n bien de temps le rattrapera-t-il? FOIRE 
: Désignons par x le temps. cherché, exprimé én 
minutes, et compté à partir du moment où le voleur 
est parti; lorsque le bicycliste le rattrape, ils ont 
Fa parcouru le même chemin, le premier ayant roulé 
_- pendant x minutes avec une vitesse de 20 à l'heure. 
et le deuxième ayant roulé pendant x —3 minutes 
avec une vitesse de 22 à l'heure, Comme le chemin 
parcouru pendant une minute est 6o fois plus petit 
que le chemin parcouru pendant une heure, léquae 
tion du problème sera : PA 


20 22 ; : 


ou, en multipliant les deux membres par 30: 


107 — 1 1(x — 3), 


ones 22 à 


Le voleur est rattrapé 33 minutes après son 
ES L'élève vérifiera ce résultat. 2 
ProsLèmE IV. — Un père a 40 ans et son fils en 
x a 16; quand l’äge du père sera-t-il triple de celui du se 
+ ‘à fils p 
ke Désignons par x le temps cherché, compté en Re 
années à partir de l'époque actuelle, et supposé E 
positif dans l'avenir. A l’époque x, l’âge du père 
sera 40 + x et l’âge du fils 6e on doit Rue 1 


_avoir, d’après l’énoncé : 





“ | ; | joba == 316-+ à), 










est--dire : 
Er 22 = 8 


L=— 4. 


Discussion. — Nous trouvons comme solution un 





# 

* nombre négatif; or nous avons désigné par æ un 
Lo: temps compté positivement dans l'avenir; nous 
- devons en conclure que c’est i/ y a 4 ans que l’âge 


à 


_ du père était triple de celui du fils. En effet, le 
- père avait alors trente-six ans et le fils douze. 
ProBrème V. — L’äge de Paul est représenté par. 
a et l'âge de Jacques par b; dans combien d’unnées 
l'âge de Paul sera-t-il m fois plus grand que celui 
à _ de Jacques? 
- Dans cet énoncé a, b, m désignent des nombres 
F quelconques; a et b sont supposés désigner des 
_ années. | 
Mettons le problème en équations, en suivant la 
_ même marche que pour lé précédent. Au bout de x 
_ années, l’âge de Paul sera a + x et l’âge de Jacques 
_ sera b + x; on doit donc avoir : | 








| a+z=m (Be 





_ ou bien : 
my m, 


. d’où l’on tire : 


‘ 


7 a — mb 
| BU 












Ne - TT OmMm—i ; f; 
ue ; - # 
ARE Er | É ne 
" Au bout du temps x l’âge de-Paul est : “ 

Na: | ne 
(RES | 2478 

ER a— mb m(a—b) | #. 
ÉTÉ GI a+ ———— l'Hure 75e 
| : M — I m1 
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et l’âge de Jacques est : 


a — mb RSA | 
M —= LM ET 


br = b+ 


L'âge de Paul est donc bien égal à l’âge de Jac- 
ques, multiplié par 72. / 

Discussion. — Pour que la solution x convienne 
a problème, il faut d’abord qu'elle existe; de plus 
il est nécessaire que les valeurs trouvées pour les” 
âges de Paul et de Jacques soient positives. +4 

Pour que la solution x existe, il fautque m—1ine 
soit pas nul. Si m—r et a—mb=Lo, c'est-à- 
dire a — bo, le problème est impossible. On pou- 
vait le prévoir, car si Paul et Jacques n’ont pas le 
même âge et si l’on demande à quelle époque ils 
auront le même âge, le problème est évidemment 
impossible. Nous avons dit que cette impossibilité 
se représentait par le symbole ; on peut inter- 
préter ce symbole en remarquant qu'au bout d’un 
temps très long, leurs âges ne deviennent pas 
égaux, mais que cependant leur différence relative 
diminue; si au lieu de deux personnes, dont la vie 
est très courte, nous considérons deux fossiles, dont 
l’un remonterait à cent millions d’années, et l’autre 
a cent millions d’années plus deux jours, on s’ac- 
°ordera pour dire, en langage ordinaire, qu'ils ont 
e même âge. Ce n’est pas rigoureusement exact, PE 
mais c'est d'autant moins inexact que cet âge est 14 
plus grand : telle est la ui de la solution 
que l’on trouve. 

Si m2 était égal à à 1, et en même temps a égal : à b, 
l'équation serait Pete et le problème aussi. 
Paul et Jacques ont actuellement le même âge; 
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quel moment auront-ils encore le même âge PA 
un moment quelconque, telle est évidemment la 
réponse. 

Écartons maintenant le cas où 2 serait égal à 1; 
aous aurons à étudier successivement le cas où 72 
est plus grand que 1 et le cas où m7 est plus petit 
que 1. 

Si » est plus grand que 1, m— 1 est positif; 
pour que les valeurs obtenues pour les âges de 
Paul et de Jacques soient positives, il faut et il 
suffit que a — b soit positif, c’est-à-dire que & soit 
_ plus grand que D. Quant à la valeur de x, elle est 
positive ou négative suivant que a — nb est positif 
ou négatif; c'est-à-dire suivant que a est supérieur 
. ou inférieur à z7b. On peut traduire ainsi ces résul- 
tats en langage ordinaire : pour qu'il puisse arriver 
que l’âge de Paul soit »2 fois plus grand que l’âge 
de Jacques, 77 étant plus grand que r, il est néees- 
saire que Paul soit plus âgé que Jacques; dans ce 
cas, suivant que l’âge de Paul est actuellement supé- 
rieur ou inférieur à 2 fois l’âge de Jacques, l’époque 
que l’on cherche sera future ou passée. 

Si a—b, on trouve pour les âges de Paul et de 
Jacques o; lorsque leur âge à tous deux était nul, 
_on peut dire algébriquement que l’un d’eux était m 
fois plus âgé que l’autre, quel que soit m7; mais cette 
solution ne présente aucun. intérêt ; on exprime 
quelquefois ce fait en disant qu’elle est illusoire. 

On étudierait de la même manière le cas où m 
est inférieur à 1; mais on.peut s’en dispenser, si 
l’on fait la remarque suivante : dire que l’âge de 


Paul doit être la moitié ou les © de celui de Jacques, 


4 
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+ 
x 








4 F 
| SYTE 


c’est dire que l'âge de Tacques doit être le double 
ou les ; de celui de Paul. Donc si » est nfétiete 
à 1, il suffira de permuter dans l'énoncé les noms de” 
Paul et de Jacques et de remplacer m par — ph pour. 


‘être ramené au cas déjà traité où 7 MR. Es 
à 1. Il est très important de s’habituer à faire des 
remarques de ce genre, qui souvent abrègent et. bi 


simplifient beaucoup les discussions. ETS 
On peut résumer la discussion dans le tableau rie 
suivant : + LT # 





[HyPoOTHÈSES| HYPOTHÈSES 











































CONCLUSIONS 
SUR 7 SUR & ET 
ss 
x \ . . ET 
ab Problème impossible. =” 
MES 
ab indéterminé. = 
a <b RS impossible. 
D = bre _ solution illusoire. 
mi b<a< mb æ<o; 1 sol. dans le passé. ||. 
: a — mb æ—0; 1 sol. au moment présent. 
a > mb æ >o; 1 sol. dans l’avenir. 
a>b | impossible. 
a—= db solution illusoire. = 
m<1 mb <a <b æ<o; 1 s0l. dans le passé. 
a — mb æ—= 0; 1 sol. au moment présent. ||: 





a mb æ 0: 1 sol. dans l’avenir: 
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TITI. PROBLÈMES DU PREMIER DEGRÉ 
A PLUSIEURS INCONNUES 


70. Définition et remarques générales. — Or 
dit qu'un problème est du premier degré à plu- 
sieurs inconnues lorsque sa résolution se ramène 
à la résolution d’un système d'équations du premier 
degré à plusieurs inconnues. Cette définition appelle 


“des remarques analogues a celles que nous avons 


faites au n° 68. Le nombre des inconnues et le. 
degré des équations dépendent parfois de la marche 
suivie pour la mise en équation; ils sont donc en 
partie arbitraires, de sorte que la définition ne doit 
pas être.considérée comme absolument précise. En 


_ pratique cependant, il arrive, le plus souvent, que le 


nombre des inconnues et le degré des équations 
résultent immédiatement de l’énoncé. 
Pour la mise en équations il y a lieu d’ observer 


_ que, si le problème proposé est déterminé, ce qui a 
heu en général, le nombre des équations de être 


égal au nombre des inconnues : l’énoncé doit per= 
mettre d'écrire autant d'équations qu'il y a d’incon- 
nues ! 





:. Il peut arriver qu’il permette d’en écrire davantage; le pro- 


_  blème est alors-impossible à moins que les équations ne soient 


pas distinctes; nous ne pouvons développer ce point ici; indiquons 


_ un exemple :’érouver deux nombres tels que leur somme soit 8, 


leur différence 2, et la différence de leurs doubles k; on a les 
équations æ + y —8; æ—y—2; 2% —2y—h, dont la troisième 
est équivalente à la seconde; il suffit donc de conserver les 
deux premières. D’une manière générale les équations ne sont 
pas distinctes lorsque l’une d'elles se réduit à une combinaison 
linéaire des autres; il est alors inutile d’en tenir compte, puis- 
qu'elle est vérifiée lorsque les autres le sont. Mais nous ne pouvons 
faire une théorie complète des combinaisons linéaires d'équations 


_ du premier degré. 


SOL 2T | 


= 
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Au sujet du choix des inconnues, c’est surtout a 
la pratique qui guide dans les cas où l’on peut 
hésiter; d’ailleurs s’il est souvent plus commode de 
34 prendre pour inconnues certaines quantités plutôt + 
que d’autres, ce n’est pas essentiel; tout choix d'in 
connues qui conduit à des équations du premier e 

degré permet d'obtenir la solution, par des calculs 
plus ou moins longs. 2 

71. Exemples de problèmes du premier degré 3 
à plusieurs inconnues. Proscème VI. — On sait 
que 6" de drap et 5* de doublure coûtent 41"; 
8" de drap et 6® de doublure coûtent 54"; quel est 
le prix du mètre de drap et du mètre de doubins e? 

Soit x le prix du mètre de drap et y le prix du. 
mètre de doublure, ces prix étant exprimés en 
_ * francs. L’énoncé donne les équations : 











Gx + by —= 41 
, : | 8x + 6y — 54. 





La deuxième équation prend une forme plus se 
simple si l’on divise tous les termes par 2 : 
4x + 3y — 27. | | Ù 
On en tire : 
27 — 4X 4. 


En portant cette valeur dans la première 4 
tion, on obtient : 











AE s ‘ = $- 
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LE One 
x" —6. 
—— 2 


Ayant x, on a : 


k 
Yy—=9—3x—9—È—1. 


Le prix du mètre de drap'est 6" et le prix du 
mètre de doublure est 1". 

ProBème VII. — On suppose qu'un bicycliste a : 
une vitesse de 25*® à l'heure en terrain plat, de 
15*%.à l'heure en montée, ei de 30" à l’heure en 
descente. Combien y a-t-il de plat, de montée et de 
descente sur une roite de 100**, sachant qu'il a 
mis 4"24® pour la parcourir à l'aller et 4°36° au 
retour ? | 
_ Soit x le nombre de kilomètres de plat, y le 
nombre de kilomètres de montée, et z le nombre 
de kilomètres de descente, à l’aller; au retour la 
descente devient montée, et inversement. On a 
_ une première équation en exprimant que la lon- 

_ gueur totale de la route est 100“ : 


(1) 4 _ÆHy+3— 100. 


On obtiendra deux autres équations en exprimant 
que le tenrps employé pour parcourir la route a été 
424, c'est-a-dire 264" à l’aller et 276" au retour. 
Pour parcourir x kilomètres avec une vitesse de 
25% à l’heure, il faut un nombre de minutes égal à 


60%. 1e 
LE ; en additionnant les temps partiels obtenus de 
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même, on a les deux équations : 


Gox 6oy 60z Len À 
25 ve TON 2176 





qu’on peut écrire, plus simplement : 


(2) Ra + 4y + 23 — 264 
(3) a+ y +4 276. 

Tirons de l'équation (1) la valeur de z : 

(4) BB I100 —Z—7Yy 
et portons-la dans les équations (2) et (3); il vient : 

_ x + 4ky + 2(100— 2 — y) —= 264 

12 | | 
Fr+oy +4 (100 — x — y) = 276, 


ou, en simplifiant et changeant les signes de la 
seconde équation : 


(5) a+ 2y — 64 
8 

(6) FA + 2y 124. 

L’équation (5) nous donne : 


(7) y=32—%a, 
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et, en portant dans (6), on obtient successivement: 


x 64 —2r— 124 
Ÿ x = 60 
PE 17e 


L'équation (7) donne alors : 
= 3210 — 29 


et l’équation (4) : 





3=—= 100 — 50 — 22 — 28. 


: 1y/a donc, .à l'aller, 5o** de plat, 22% de 


montée et 28" de descente. 

On aurait obtenu plus aisément cette valeur de x 
en faisantune combinaison linéaire des équations (1), 
(2), (3) avec les multiplicateurs 6, — 1, —1; les 
inconnues y et z se trouvent éliminées et il réste : 


( —2i) x — 600 — 264 — 276, 


c’est-à-dire : 


d’où : 


On remplacerait ensuite x par cette valeur dans 
les équations (1) et (2) ce qui donne: 

{TOR y+ 3—50 

(9) 4y +23 = 144 
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(9), 2y += 72 


et il suffit de faire ure sombinaison linéaire des 
équations (8) et (9), avec les multiplicateurs — x et r, 


pour obtenir : 
V0 


72. Exemple de problème avec discussion. — 
Prosième VIII. — On suppose qu’un bicycliste a 
une vitesse p en terrain plat, u en montée et w en 
descente. Combien y a-t-il de plat, de montée et de 
descente sur une route de a kilomètres, sachant qu'il 
a mis un temps t pour la parcourir à l'aller et un 
temps td au retour ? Les temps t et l sont supposés 
évalués en heures et les vitesses en kilomètres à 
l'heure. 

Désignons par x“” la longueur totale des montées 
et par y“° la longueur totale de descente, à l'aller; 
la longueur du terrain plat est a—x— 7, puisque 
la longueur totale est a. Au retour, il y a +“ de 
descente, y“" de montée et a—x—7 kilomètres 
de plat. En raisonnant comme pour le problème 
précédent, on a lès équations : 


X  OY  A—xX—7Yy 


(1) 


c’est-à-dire : 






LL 
Si 


2 









LL « PP D LD OS PONS CARPE TE OT En US RUN La Nr 
ae, PS" LR rar  £ - fes re 
= * 2 age LS 
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Le déterminant de ce système est : 


DC) 


On a utilisé la formule : 
(at b\(a sb). 


D'après l'énoncé du problème, il est naturel de 
_ supposer que l’on a : 


M) DAT O TP, 


c’est-à-dire que la vitesse est plus faible en montée 
qu’en terrain plat et plus forte en descente; on a 
donc, uw, #, w étant positifs : 

I 


(5 Lee 


I 
u 0 w 
Le second facteur ce ) du déterminant n’est 


donc pas nul; mais le premier peut être nul; c’est 
ce qui a lieu dans le cas où l’on a : 
Re. tes 

c’est-à-dire où le temps employé pour parcourir 
1" de montée et 1“” de descente est égal au temps 
employé pour parcourir 2" de terrain plat. Il est 
assez naturel qu'il y ait dans ce cas impossibilité 
ou indétermination, car la solution ne peut pas 
être unique et déterminée; si, en effet, nous avons 
une solution, nous en obtiendrons une autre en 
remplaçant une longueur quelconque 2/** de terrain 





: employé ne e changera ni : ad cle ni aur tour e 
Supposons que le déterminant ne soit pas n 


? 


_ nous aurons pour æ et y des valeurs déterminées ; 

hour qu’elles conviennent au problème il faut : 
° qu’elles soient Pose cie “ue GT EE soi 
Rauss positif. | | LE ; 
- Caleulons z, y et a—x—y. Ona: 








ste nous AS her: a quelles conditions +, y, 


, | 3 sont positifs. Si nous calculons T— y 


nous obtenons : 


DR Na) dre 
(G+i2)e ÉD ; 


(10) APE rar RER Aloe A 





Nous laisserons à l’élève le soin d’établir cette 


. formule directement, d’après l'énoncé. Remarquons 
_que l’on peut toujours supposer : 


(x1) | et, 


c'est-à-dire supposer que l’on met plus de temps 
à l’aller qu'au retour; sinon il suffirait d'appeler 
aller ce que nous appelions retour et retour ce que 


nous appelions aller; dans ce cas, on a comme il 


est naturel : 
(r2) D>Y; 


c’est-à-dire qu'il y a plus de montée que de descente 
à l’aller. Il n’est donc pas utile d'écrire que x est 


… positif; il suffit d'exprimer que y est positif et x qui 
est supérieur à y sera certainement positif. Écri- 


vons donc que y est positif, ainsi que a—x— y: 
nous obtenons : 


(: :) : É 7) ef =) 
TN SA RER Pet Re 
HR ET p\u w], 
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Pour fixer les idées, nous supposerons que l’on a: 
1 2 ae sn Sn an 
u Tw pb 4 | | : Es 
c’est-a-dire qu’il faut plus de temps pour parcourir 
1" de montée et 1“ de descente que pour par- 
courir 2“" de plat. Nous aurons alors d > 0 et on 
pourra multiplier par d et résoudre les inégalités k 
précédentes par rapport à a. On obtient ainsi: _ 


tv (:—1) r+(—E): UE n 
No ST D) À 
à ne PDU 


_ Telles sont les limites entre lesquelles doit être 
compris a pour que la solution du problème soit 
acceptable. Pour que à puisse être compris entre 
ces limites, il est nécessaire que l’on ait : 


ù I I I I À je 
t+t (52) e+( 5): 6 
D I É I ) med 
Re pt pt Me Ce 67 
u a p \u w V2 
Fe, % 
c’est-à-dire en chassant les dénominateurs qui sont +7 
positifs et réduisant à 
te DATE D SN d # 
NF” RS ENS PT. ENT) Li 
ne 2 
I I 2 we Qi 
Hi LH DO Le. 
œ. 
ou en divisant par le facteur positif : È 
“à 
5 DÉSIR 
!' t KE 
À (15) ns 0: KR 
[42 w 









[APR 2 nn AS #4 a OE < 


T4: PS LÉ 
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…. Il est nécessaire que cette dernière condition 
_ soit vérifiée; sinon le problème ne serait possible 
our aucune valeur de a; lorsqu'elle est vérifiée les 
inégalités (13) font connaître l'intervalle dans lequel 
doit être compris & pour que le problème soit pos- 
sible. 


Supposons maintenant que l’on ait : 


u (Mere 
c’est-à-dire : 
PACE Var 
1 Le 0, 
( 6) u UE w or; 


Comme les coefficients de x et de y dans les 
équations (2) ne sont pas nuls, il y a, ou impossi- 
bilité, ou indétermination simple. Pour qu'il y ait 
indétermination simple, il faut et 1l suffit que les 


 numérateurs des formules (7) se réduisent à zéro 


(ce qui a lieu en même temps pour les deux, puisque 
l’on ne doit avoir qu’une condition). 

En écrivant que le numérateur de x est nul, on 
obtient : 


Dani I NS I 
en LV ne 





Re EAN bee TO ER Re pe NE SE UN 


_ c'est-à-dire : 
} 2e 24 
(18). CE M ne 
CE 


Telle est la condition d'indéteiieass 
_ qu’elle est remplie on peut choisir arbitrairement 
l'une- RE inconnues, y par es et la valeur 


(9) 
On a d’ailleurs : 


AL —Y—=A—27 — 


YO 


ER 


Pour que 7 
+ ee il faut et il suffit que l’on ait L puis 


rs + 1 
À FES est date 
D porno: 


[4 A L . à Er À 
mn LOU LT 
u > e 








_ c’est-à-dire : 


(22) 4 DE :) LYS 


ï C4 . . 0 I U , 
conditions qui sont compatibles puisque 5 est infé- 
re « I 
rieur à =; 0n à donc : 


DAME I 


o u 0" 


_ Donc lorsque les conditions (16) (18) et (22) sont 
vérifiées, le problème est indéterminé; on peut 
_ prendre arbitrairement y dans les limites fixées 
par les inégalités (21) et x est alors donné par l4 
_ formule (19). | 
On peut résumer la discussion dans le tableau 
de la page 146. à | 
Nous laissons à l'élève le soin de discuter les cas 
limites, c’est-à-dire les cas où l’une des inégalités 
_ devra discuter aussi le cas où l'on a : 
TAF 8 


| f 

ne RL RES 
ee + ——-<To 
2 G US FRA 


et aussi les cas où la vitesse y serait égale à w ou 
_ à wet où les trois vitesses, u, p, w seraient égales ; 
_ il sera aussi fort utile de traiter le problème par 
_ le raisonnement direct et de retrouver ainsi les 


De 
= 


_ résultats de la discussion. Mais ce qui précède 
Borez, — Algèbre, 2° cycle. 10 ’ 





ns (13), (22), etc., se transformerait en égalité; il 



























quoi consiste la dose un à Pre du pre- 
mier, degré à données littérales. 


HYPOTHÈSES RÉSULTANT DE L'ÉNONCÉ 
0 CU AV CUP É >  >o Eee à + ON à. 


‘Hypothèses faites pour abréger la discussion; on aurait une || 
discussion analogue dans le cas où clless ne seraient pas. LT 
vérifiées. . 4° 


Fa HAE 


DR: 
u Mr se te 


Problème impossible. 
N 


à Problème possible à con- 
pi uw dition que a vérifie les 
inégalités (13); solution 
donnée par les formu- || 


les (7). 






x, 


un Problème impossible. 


Problème impossible. 









sa x 
Li —— —0, 
La 
conditions (22) non 
vérifiées. 


est assujetti aux ee 
ASE lités (21) etæ donné par 
la formule (19). 
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x EXERCICES SUR LE CHAPITRE IV ; 


86. — Une montre avance de ro en 24h; on l’a misea 
l'heure à midi; quelle heure est-il lorsqu'elle marque 6h? A 
87. — Trouver les dimensions d’un rectangle sachant que se 

si l’on augmente la base de 8" et la hauteur de 5m la sur- 1 
face augmente de 180 mètres carrés; tandis que si lon 
augmente la base de 3" et que l’on diminue la hauteur de 4m 
la surface diminue de 30 mètres carrés. 
. 88. — Deux courriers se déplacent sur un axe avec les 
vitesses w et mu; à l’origine des temps, leurs abscisses sont 

a et b; on demande à quelle époque ils se rencontreront. 

Discuter. | 

Application : w—3okm à l'heure; m——2; a—5okm; : 

b= — 3 500", L EL SEE 

89. — Étant donné un triangle ABC on désigne par P, Q, Dee. 2 

_ R les points de contact du cercle inscrit avec les côtés BC, 
. CA, AB; on pose : 


BC—a, CA—6, AB—c, AQ—AR—%, BR—BP—y, 
à CP C0: ‘ 





\ - 








On demande de calculer x, y, z étant donnés @, b,c. Dis- 
cuter. 
90. — Même question en remplaçant le cercle inscrit par 
l'un des cercles ex-inscrits. 
| 91. — Deux bicyclistes roulent dans le même sens sur 
._ une piste circulaire dont la longueur est 500, chacun d’eux 
_ étant animé d’un mouvement uniforme; on constate que le 
_ plus agile dépasse l’autre toutes les 5 minutes; l’un d'eux - 
se met ensuite à tourner en sens inverse, sa vitesse gardant 
la même valeur absolue, et dans cette seconde expérience ils 
_ se croisent toutes. les 24 secondes; on demande quelles sont 
k leurs vitesses, que l’on évaluera en kilomètres à l'heure. _ 
. 92. — Deux bicyclistes roulent dans le même’ sens d’un 
- mouvement uniforme sur une piste circulaire de longueur a; 2 à 
Elle plus agile dépasse l’autre toutes les n secondes; ils rou- / £ 


à à Dec À 
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dans cette seconde expérience ils se troisent toutes les P | 
secondes. Calculer leurs vitesses. Discuter. Er 

93. — Une roue de voiture a 4" de circonférence; on 1 
photographie pendant la marche, la durée de pose étant 
1/30 de seconde, et l’on constate sur le cliché que, pendant 
la durée de la pose, chaque rayon de la roue a tourné de la 
moitié de l'angle que font entre eux deux rayons consécutifs; 
sachant que la roue a 12 rayons -équidistants, on demande 
quelle était la vitesse de la voiture. 

94. — Un bassin est alimenté par 3 robinets; si l’on ouvre 
les deux premiers il se remplit en c heures; si l’on ouvre le 
premier et le troisième, il se remplit en b heures; si l'on . 7 
ouvre le second et le troisième, il se remplit en & heures; 


nom er A D 


RE 


C4 


sachant que la capacité du bassin est À mètres cubes, on . 
demande combien chaque robinet Éte de litres à la seconde. 
Discuter. À : 
95. — Étant donnés trois points A, B, C sur un axe déten RAT. 
miner un point M de cet axe tel que l'on ait:  , è 











MA CA _ 
MB ‘ CB 
Discuter. — Le nombre ; s'appelle le rapport anharmo= 


nique des quatre points À, b, C, M. Étudier le cas particulier 
où l’abscisse du point À étant égale à o, et celle du point C 
à 1, l'abscisse du point B prend des valeurs positives de IE Es 
en plus grandes et devient finalement infinie. 
96. — Partager un nombre À en n parties proportion 
nelles à 7 nombres 4&,, &,, …, an c'est, par définition, pus É 
des nombres Lys Las «An tels que l’on ait : 4 
é Di La +. + En = À 
Ed Rs nr 
a] Ur an 
Résoudre et discuter ce système, en supposant que les 
nombres &,, 4&,,.... 4n puissent être positifs ou négatifs; on 
DONLTÉTA qu'il est déterminé à condition que l’on ait : 


++. tan 0 
97. — Déterminer p et q de manière que dans le produit 
(a? + px + g) (ax? + bx + c) | 


les coefficients de x et de x soient nuls, Discuter. 





d 





98. — Déterminer p, q,r de manière que dans le produit 
(23 pat + gœ + r) (aa + ba? em + d) 


les coefficients de xÿ, x, x soient nuls. Discuter. 
99. — On considère un ballon dirigeable qui décrit une 


trajectoire rectiligne de 5okm dirigée du nord au sud et qui 


A 


revient ensuite à son point de départ; pendant tout le trajet, 


on suppose que le vent a une vitesse constante, et souffle 
constamment du nord vers le sud. On admet que lorsque le 


ballon $e dirige dans le même sens que le vent, sa vitesse 
réelle est égale à sa vitesse propre augmentée de la vitesse 


_ du vent, tandis que lorsqu'il marche contre le vent, sa 


vitesse réelle est égale à sa vitesse propre. diminuée de la 


vitesse du vent. Cela posé, on demande d'évaluer la vitesse 


du ballon en kilomètres à l'heure et la vitesse du vent en 
mètres à la seconde sachant que la durée du trajet a été th à 
l'aller et th au retour. Discuter. Appliquer au cas où l’on a: 


famniden dt" 
100. — Résoudre le système : 


Von co y 3. 
(À — 1) cos æ + 3 cos y — 2 


Discuter. — Il y aura lieu d’exprimer que les valeurs de 


cos x et de cos y sont comprises entre — 1 et +r. 

101. — On considère un mélange de trois corps ayant 
respectivement pour formules H?0, C?H?09, CSHS; on con- 
state par l'analyse que ce mélange renferme un'poids a d’hy- 
drogène, b de carbone et c d'oxygène ; on demande quels sont 
les poids respectifs des trois corps qui figurent dans le 
mélange (H— 1; C—6; O — 1:16). Discuter. 

Indiquer en particulier pour quelles valeurs simples de n, 


p,q le problème est impossible (ou indéterminé, si a, b, c 


sont convenablement choisis). 
102. — On considère un mélange de trois corps ayant res- 
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pectivement pour formules H20, C?20X, C*H4O"; ce mélange 


renferme un poids a d'hydrogène, b de carbone, c d'oxygène. 
Quels sont les poids des trois corps qui figurent dans le 
mélange ? Discuter, 
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_ 73. Généralités sur les fonctions. — On appelle 
binome du premier degré l’expression ax + b, dan: 
laquelle a et b sont des nombres considéré 
comme connus, æ étant une pariable. Étudier Ai 


variation de ce binome, c’est chercher comme 
il varie - Rue la variable x prend toutes à 











RE 






_ Cette relation, dans laquelle a et b sont con 
dérés comme da nombres donnés, fait correspondr 
à chaque valeur de la variable + une .valeur de |: 
variable y; lorsque la variable x prend une valeur ne 
_ déterminée, la variable y prend aussi une valeur 

déterminée. On exprime cette. dépendance entre . a. 






K- 


% 


r 
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En général, lorsque y est fonction de x, x est 
aussi fonction de y; en effet, st aFn’est pas nul, 


On à : 


ES b 
TELE 


Si & était nul, x ne pourrait pas être regardé 
comme fonction de y, parce que y serait assujetti à 
prendre la valeur b, à l'exclusion de toute autre 
valeur ; y ne pourrait donc pas être pris comme 


bte Lorsque l’on regarde y comme fonction. 


de æ, on dit que x est la pariable indépendante, 
parce que l’on suppose que z varie indépendam- 
ment de toute condition, c’est-à-dire d’une manière 
arbitraire, tandis que y est Ja fonction, dont la 


_ variation dépend de celles de x (dans le cas parti- 


culier où & est nul, y est constant; on regarde 
cela par extension comme une dépendance particu- 
lière; y est égal à à pour toute valeur de x; nous 
verrons plus loin que cette extension est très natu- 
relle, quand on se place au point de vue géomé- 
trique — p. 180, fig. 26). 

- Lorsque l’on a une relation entre x et y on peut 
choisir l’une de ces lettres comme variable indépen- 
dante et l’autre comme fonction; l usage très répandu, 


auquel nous nous conformerons le plus souvent, est 


de choisir x comme variable indépendante et y 


comme fonction. Il existe des fonctions très com- 


pliquées, c’est-à-dire des lois de dépendance très 
compliquées par lesquelles une variable y est déter- 


_ minée lorsqu'une autre variable + est déterminée; 
l’un des buts principaux des Mathématiques est 
Jétude des fonctions. La fonction y que nous venons 





F4 





dc définir est l'une dés plus sp on | l'appelle 5 


fonction linéaire, nous verrons bientôt la raison de 
cette dénomination. 
74. Étude de la fonction linéaire. — “Nous 


allons étudier la fonction linéaire, en donnant 


d’abord à & et b, pour plus de précision, des valeurs 


numériques simples et déterminées; on se rendra 


bien compte ainsi de la marche suivie. 


Considérons donc, par exemple, la fonction y 


définie par la relation : 


y— 2x +3. 


{ 


Donnons à + deux valeurs différentes x, et LEO 
désignons par y, et y, les valeurs correspondantés 
de y; nous aurons : 


Yi + 3 
Ya a + 9, 


d’où nous conclurons : 


Ya — Yi 2(X, — %,). 


On voit que la différence des deux valeurs de y 


est égale au produit par 2 de la différence des deux 
Valeurs de æ, prises dans le même ordre. Il en 
résulte, en particulier, que suivant que x, sera plus 
grand ou plus petit que x,, 7, sera plus grand ou 
plus petit que 7,; on peut exprimer ce fait en disant 
que, si + croît, y croît, et si x décroiît, y décroit. 
On dit alors que la fonction y est une fonction 
croissante. < 


DÉFINITION. — On dit que ’une fonction yestune … 


fonction croissante de +, lor sque, si l'on fait .croitrex, 
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c’est-à-dire si l'on donne à x des valeurs plus grandes, 
y croît aussi, c'est-à-dire prend des valeurs plus 
grandes. Cette définition sera complétée plus loin 
(n° 111); nous verrons alors qu'il y a des fonctions 
qui sont croissantes pour certaines valeurs de x et 
#as pour d’autres, ici, il s’agit de fonctions toujours 
-oissantes. 
Soit maintenant la fonction : : 


y=— 2% + 6, 


En conservant les mêmes notations, on aura : 


Y,=— 22, + 5 ÿ 
Ya—= — 22, + 5 
Yi Yi = — (x, — 7), 


» 


La différence des deux valeurs de y est ici égale 
au produit par — 2 de la différence des deux valeurs 
correspondantes de x, prises dans le même ordre. 
Done si +, est supérieur à #,, y, sera inférieur à y,; 
si æ croît, y décroit; si x décroît, y croît; la fonc- 
tion y est dite décroissante, 

DÉFINITION. On dit qu'une fonction y est une 
fonction décroissante de x lorsque; si l’on fait croître 
x, c’est-à-dire si l’on donne à x des valeurs plus 
grandes, y décroit, c’est-à-dire prend des valeurs 
_ plus petites. Cette définition sera, comme celle des 
fonctions croissantes, complétée plus loin; mais elle 
nous suffit pour l'instant, car les fonctions que nous 
étudions sont, ou éoujours croissantes, ou foujours 
décroissantes, ou constantes, c’est-à-dire indépen- 
dantes de x. On peut, en effet, conclure de ce qui 
précède le théorème suivant : 














varier x de —@o@ à +. Faire varier x de — 





TroRÈME. — La fonction linéaire de x ‘définie à 
par la relation : : | MERE 


y = ax + b, 


est toujours croissante lorsque le coefficient à est 
positif, toujours décroissante lorsque le coefficient a 


est négatif, constante lorsque le coefficient a est nul. à 
Les deux premières parties de ce théorème résul- 
tent de la formule : re : 
na) Fe 

qui montre que Y:—Y, est de même signe que. re 
TE T;, OÙ de signe contraire, suivant que a est . Ei 
positif ou négatif; la troisième partie est évidente, 4 
car si l’on suppose a —0, on à constamment, céSt=.- 1 0 
à-dire quel que soit x, la relation y — b. ST 
Nous reviendrons sur ce théorème à la fin du Ra 












chapitre, après avoir Re la. FOPrÉÉSSSS gra 
phique. ; 

79: — Nous allons maintenant étudier comment 
varie y lorsque l’on donne successivement à x toutes 
les valeurs possibles, positives ou négatives, ce que: 
l’on exprime brièvement en disant que l’on fait 


à L œ c’est supposer d’abord x très grand en valeur 
absolue et négatif, et considérer successivement des à 
valeurs de x algébriquement de plus en plus grandes, 
jusqu’à ce qu'on soit amené à des valeurs très gran- 
des positives. ‘ 

Ainsi, on supposera successivement, par exemple, <a 
que x Prend les valeurs : | 5% 

— 100000, — 1000, — I; O, 10, 1000, 100000, pe 
et aussi les valeurs intermédiaires. SP 


or 






Êg 


Il importe de remarquer que l'expression valeurs très . 


grandes n’a, par elle-même, aucun sens; une longueur de 


20 kilomètres est très grande si on la compare aux dimen- 


sions d'une feuille de papier; elle est très petite si on la 
compare aux dimensions du globe terrestre; une longueur 
d'un million de kilomètres est elle-même très petite si on la 
. compare aux distances des étoiles. Il faut donc entendre frès 
grandes par rapport aux autres quantités que l’on considère, 
c'est-à-dire, dans la question qui nous occupe, par rapport 
aux coefficients a et b. 


76. — Lorsque x est très grand en valeur absolue, 
y est aussi très grand en valeur absolue; si a est 
positif, y a le même signe que x; si a est négatif, 
y a un signe opposé à celui de x. En effet, soit, 
. par exemple : 


— 2% + 500. 


Six——10, y—480; y est positif, à cause du 
_ terme positif Boo; si x —— 100, y— 300, c'est-à- 
dire est encore positif; mais si 4 —— 100 000, 


Yy—=— 200 000 + 500 —— 199 500; le terme positif 
500 n'empêche plus y d’être très grand en valeur 


_ absolue et négatif. De même, si l’on a : 
y = — 3x + 5000, 


et Si Y — 1 000 000, y — — 3 000 000 + 5000 — 
— 2 999000. On exprime ce fait d’une manière 
abrégée de la manière suivante :. 

LA “ el À LJ - ? 
- THÉORÈME. — Lorsque a est positif, y est égal 


& D pour z—+@ él à —À pour X——D ; 
lorsque a est négatif, y est égal à — x pour x = 
+ oo ef à + o pour x ——. 


Lorsque a est différent de zéro, y est égal à zéro 
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& 



















lorsque l’on a : 


ax . b — 0, 1 
c’est-à-dire : R 


Il y a donc une lets de x et une seule pour. | 
Pile y est nul. | x 
 Désignons cette valeur EL OES de. 7 par es | 
c’est-à-dire posons : Ah 


Nous aurons : 


y—=ax+b— ax— az", 


y is ; — x"). 





Piriable. Sous cette forme, on voit bien que y est 
nul dans le cas où x est On ae et seulement dans Ë 
ce cas. | 

77. — Nous possédons maintenant les élémen 
nécessaires pour former le tableau des variations 
de y, lorsque x varie de —o à +: re 

Supposons d’abord a positif et soit, pour fixer 
les idées, la fonction : Ê 
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Pour, æ ——, y est égal à —o ; lorsque x 
croît, y croît, c’est-à-dire prend des valeurs né- 
gatives dont la valeur absolue est de plus en plus 


Ë petite; pour æ— 0, y—=—5; pour r—? Y—=0O; 


“ . 5 ° d « A 
lorsque æ croit à partir de At continue a croitre 


et prend, par suite, des valeurs positives de plus en 
plus grandes; enfin, pour æ— + & , y— +. On 
peut résumer ces remarques dans le tableau sui- 
vant : 





+ 


b | O7 





- De négatif, négatif; positif; 
| * croit ÿ croit croît Tæ 


On a indiqué sur une première ligne les valeurs 
remarquables de x, c’est-à-dire les valeurs de x 
pour lesquelles il se produit une circonstance par- 
ticulière, que l’on juge digne de fixer l’attention. 
Ces valeurs remarquables sont rangées en ordre 
croissant ; on a inscrit au-dessous de chacune d'elles 
la valeur correspondante de y; et, dans les inter- 
_valles qui séparent ces dernières valeurs, on a men- 
. tionné brièvement la manière dont se comporte 7 
lorsque x parcourt en croissant l'intervalle situé 
au-dessus. 
78. — Considérons encore la fonction : 


nn LT, 
4 2 


Les valeurs remarquables de x seront ici —o, 
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ï — 2 CE e Ke -4 : & be, % ï | è 3 re. 
7 emo LE annule y, o qui donne à y la valeur —1, 2 
| 4 ; FAT 
#5 et +o ; de plus y est décroissant, puisque le … 
ss coefficient de x est négatif. On aura donc le tableau 
“ suivant : - p 
2 À + 
+ x ES Le o Re 
| À positif; négatif, népatif, 4 TER 5 
ÿ | + © décroît vr décroît À décroit ; PAR 2 





Nous compléterons l'étude des variations du | 
binome du premier degré, par la méthode de la 








représentation graphique que nous allons exposer. Es 

Re 

II. — NOTIONS SUR LA REPRÉSENTATION GRAPHIQUE. 

E. 

79. Graphique de la température. — Supposons 
È que nous désirions nous rendre compte de la tem- 
pérature qu'il fait pendant une après-midi du mois 

d'août, sur la terrasse d’une maison de campagne. 2 

Que ferons-nous? Nous y placerons un thermomètre, 


fat 


supposé exact, et de temps en temps, nous noterons 
la température qu’il indique (exprimée en degrés 
centigrades, si le thermomètre est un thermomètre 
centigrade). Si nous supposons que nous faisons 
notre relevé d'heure en heure, nous inscrivons ainsi 
sur notre carnet les observations suivantes : A 








MAI Tee F 25° Ji NS TRE 18° 

LT RE MU: de, 26° SR En ie 
< abrite 207,b "ASE 16°,5 
DOS LITE LS TD ON EURE 16°. 
Er Se es 200 JE Ve ER 15°,5 


15° 
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_ La lecture de ces observations permet de se 
rendre compte de la variation de la température ; 
_ on peut, en les examinant avec attention, voir, par 
__ exemple, que c’est à 2" que la température a été la 
plus élevée, qu'elle a peu diminué entre 2" et 4, 
mais qu’elle à diminué bien plus entre 4" et 5' et 





surtout entre 5" et G'et entre 6" et 7", etc. Mais 
ces diverses remarques seront rendues bien plus 
_ aisées à faire si l’on construit, à l’aide des nombres 
relevés sur le carnet, un graphique de la tempéra= 
ture. — Voici ce que l’on entend par là. 

Traçons (fig. 11) une ligne horizontale sur 
laquelle nous marquerons des points équidistants, 
qui correspondront aux heures successives : midi, 
1", 2°, etc., jusqu'a minuit. En chacun de ces points 
élevons une perpendiculaire sur laquelle nous pren- 
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drons une longueur proportionnelle à la température % 


observée à l'heure indiquée. Par exemple, si nous 
convenons de représenter 1° par 2°, la perpendi- 
culaire élevée au point marqué midi aura pour lon- 
gueur 35% 2 — 50**; la perpendiculaire élevée au 


pointmarqué 1 aura poirlongue a ES | 


Nous obtenons ainsi une suite de points ABCDE.. 

nous joindrons chacun d’eux au suivant par de 
droite et nous obtiendrons ainsi une ligne brisée 
que l’on appelle graphique de la température. 1 
suffit de jeter un coup d’æil sur cette ligne pour 
se rendre compte de la manière dont a varié la 
température pendant l’après-midi. On voit que C 


est le point le plus élevé; c'est donc à 2" qu'il a 
fait le plus chaud; les points D et E sont presque 


aussi élevés que C: la température a donc peu 
décru entre 2! et 3" d: entre 3! et 4". Au contraire 
les droites FG et GH sont bien plus inclinées; entre 
5" et 6", G'et 7", il y a donc eu une grande varia- 


tion, une chute de température assez brusque, etc. 


Tout cela apparait à la seule inspection du gra- 
phique, bien plus simplement qu’à la lecture des 
nombres inscrits sur le carnet. 


80. — Nous avons supposé que, pour obtenir 


le graphique, on a observé la température d'heure 
en heure; il est clair que l’on obtiendrait un gra- 
phique plus exact en l’observant tous les quarts 
d'heure, toutes les 5 minutes, toutes les minutes. 
On aurait ainsi un nombre de points bien plus grand; 
la ligne brisée aurait un plus grand nombre de 
côtés et ses angles seraient tous très rapprochés 
de 180°. 

On a imaginé des thermomètres, dits thermomè. 

















ae es 





mécanisme que nous n’avons pas à décrire ici, mar- 
quent à chaque instant sur une feuille de papier 


Midi * 
























_ d’ailleurs entraînée par un mouvement dorés serie, 
_ de telle RSS qu'a midi, c'est le point A qui est. 
marqué, à 1 c’est le point B, à 2! le point C,et à 
chaque instant le point A a cet instant. Ë 
L'ensemble de ces points forme une courbe con- ” 
tinue (fig. 13), qui fournit la représentation graphi= 

que complète des variations de la température. 


En fait les thermomètres enregistreurs donnent une courbe 
un peu différente de celle que nous venons de figurer; les = 
perpendiculaires que nous avons figurées sont remplacées, LA < 
par suite de la disposition de l'appareil, par des arcs de 
cercle d'assez grand rayon; on obtient ainsi une courbe 
telle que celle-ci (fig. ré) : 














La bande de papier figurée correspond à une semaine; les arcs de cercle dé 
grand rayon correspondent à des intervalles de 2 heures; les arcs .de cercle 
correspondant à midi et à minuit sont marqués d’un trait fort et ceux quis. 

Dh, correspondent à 6 h. du matin ou du soir, d’un trait moyennement fort, 

Pour plus de simplicité, on n’a figuré que ceux-là sur la fig. 12 représentant “à 

le thermomètre en train de fonctionner. 


On peut résumer la marche suivie par Ja règle re 
suivante, dans laquelle nous la précisons et définis- à 
sons Muclques termes utiles. . 

Rècce. — Pour représentér graphiquement les. 
eariations. de la température, on trace (fig. 15) ur. 
axe Ox sur lequel on représente les temps par de 
HRsueUrs PEOPOTTHORNEUES Dans ce but, on fixe 








_ origine O des abscièses, et une origine des temps; 
_ un instant quelconque est alors représenté par le 
point dont l’abscisse est égale à l’époque de cet instant 
, (n° 33). Par exemple, si l'unité de longueur choisie 
_ est le centimètre et l'unité 
 detemps l'heure, on repré- 
sente 1"45* par un point 
D mb que OA —1",75, 
l'origine des temps étant 
midi. : 
Ceci fait, en chaque 
point À on élève une per- | 
_ pendiculaire AA à l'axe Fig. 15. 
des abscisses et on porte | 
sur cette perpendiculaire une longueur proportion- 
… nelle à la température. Pour nr on fixe une 
_ unité de température et une unité de longueur (qui 
pourrait ne plus étre la méme que tout à l'heure) et 
_ on détermine le point À par la condition que la 
_ mesure de AAÂ' soit égale au nombre qui mesure la 
température avec l'unité choisie. 
_ On na plus qu'à joindre par un trait continu 
_ tous les points tels que’ À’ ainsi obtenus, pour avoir 
le graphique de la température. 





17 2 


Le segment OA s'appelle abscisse, et le segment : 


AA ordonnée du point A’; comme nous l'avons dit, 
on pourrait prendre, pour mesurer ces deux seg- 


_ ments, des unités de longueurs différentes; pour 


plus de simplicité, on choisit cependant en général 


_ la même unité, et c'est ce que nous ferons désor- 


4 Mais, quund nous ne préviendrons pas du contraire. 





une unité de longueur et une unité de temps, une 


Si cette unité est le centimètre, le segment OA 
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dessous de zéro, c’est-à-dire mesurée par unnombre 








représente un temps dont la mesure est égale au 
nombre de centimètres qui mesure OA et le 
segment AA’ représente une température dont la 
mesure est égale au nombre de centimètres qui 
mesure AA’. 

81. Abscisses et ordonnées positives et néga- 
tives. — Supposons que la température soit au- 
négatif; il sera alors naturel de la représenter par 
une ordonnée au-dessous de Ox et non plus au- 


dessus. Supposons, par exemple, que les tempéra- 


tures relevées pendant une nuit d'hiver soient les 


suivantes : 14 
6 soir. +. . , : 3° 1 matin . . ... —6°,7 TA 
dUBDIT à. ue à + 2°1 2" matins virus — 79,5. , 
BAISOIT see à + 1° 3" matin ...:. 1823 7 
où soir , . . =» 0°,9 ht matin UE — 8°,7 4 
rot Soir di: — 2°,5 matin en — 8°,9 3 
118 soir . . .—. . — la 6“ matin 24 — 9° 4 
minuit, : :: 10 












le graphique de la température sera le suivant | 
(fig. 16), dans lequel on a représenté par une à 
abscisse de 5° une heure et par une ordonnée de À 
5°" un degré. LEP 

De même, si l’on suppose que l’origine des temps | 
soit minuit, on voit qu’une époque postérieure a 4 
minuit, telle que 3! du matin, est représentée par 
une abscisse égale à +3, l'origine des abscisses 
étant le point O qui’ correspond à minuit, tandis 
qu’une époque antérieure à minuit, par See 
10° du soir, est représentée par une abscisse égale à 
— 2. Nous allons préciser ceci en définissant, d’une 4 
manière générale, le système de Gordon Les que 4 


ee 





.# 


w pt ls latin Cartesius). 













$ _ 82. Définition générale des coordonnées car- 
tésiennes. — Considérons deux axes Ox, Oy per- 
Re ulaires l'un à l’autre; ou, comme on dit 


. plus brièvement, deux axes rectangulaires, et soit 
PE 


M un point situé dans l'angle x0y formé par les 
‘directions positives des deux axes (fig. 17). Abaissons 
du point M les perpendiculaires MA et MB sur les 
_axes; le quadrilatère OAMB est un rectangle. Mesu- 
_rons es côtés de_ce rectangle avec une unité de 
longueur préalàblément choisie; sur la figure, 










. Célèbre philosophe et mathématicien français, qui vivait au 
+2 vu siècle. 


OA=BM=—3 
OB —AM — 158, | 


Le nombre à sera dit l'ahe de. M He: 
nombre 4 5 son ordonnée; les deux nombres 8 


; # H'sont Îes deux coordonnées de M, c 'est-à- 5 
deux Lou qui servent à fixer la pos | 
cer 
données ; Ox est l’axe des abscisses et Ov: red de 
__ordonnées. Le point O est l’origine des coordonr 
_ c’est à la fois l’origine des abscisses ét l'origi 
| des ordonnées. | 
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Considérons maintenant (fig. 18) des points P, Q,R 
situés dans les trois autres angles que forment les 
axes de coordonnées: les coordonnées de l’un de 
ces points seront définies de la même manière; par 





Fig. 18. 


exemple, pour le point P, on construira le rec- 
tangle OCPD; les coordonnées de P'sont égales 
aux mesures des segments OD et OC, c’est-à-dire 
Mat et à r, puisque le segment OD est dirigé 
dans le sens négatif et OC dans le sens positif. De 
même, on voit sur la figure que le point Q a pour 
abscisse — 2,5 et pour ordonnée — 3,5 et que le 





























__ point R a pour abscisse 3 et pour ordonnée —2,5. 
__ En résumé on-a la règle suivante. | etre 
7 Rècce. — Étant donnés deux axes rectangulaires 
|  Ox et Oy, les coordonnées d’un point M du plan sont 
_ définies comme il suit : abaissons du point M la per- 
pendiculairé MA sur Ox et la perpendiculaire MB sur 
Oy; l'abscisse de M est égale, en grandeur et en. 
sione, au segment OÀ de Pare des abscisses Ox et F4 
l’ordonnée de M est égale, en grandeur et en signe, pet. 
au segment OB de l'axe des ordonnées Oy. Ç | 
Nous savons ainsi obtenir les coordonnées ‘d'un 2 
point donné; il n’est pas moins important de savoir à 
: construire un point dont les coordonnées sont données; . 
_ nous démontrerons à ce sujet le théorème suivant : 
_ TaéorÈMe. — Étant donnés deux axes reclangu= 
 laires Ox, Oy, une unité de longueur, et deux nombres 
quelconques positifs ou Sr il ce un point et 
un seul admettant pour abscisse le premier de ces 
nombres et pour ordonnée le second; ce point s'obtient 
par la construction suivante : on prend sur Ox un. 
segment OA équivalent à l abscisse donnée et sur Oy 
un segrnent OB équivalent à l’ordonnée donnée: de 
point M cherché est le quatrième sommet du rec- 
tangle dont trois sommets coïncident avec les 
points À, O, B. | 
Bn En effet, Le point M ainsi défini (fig. 19) a Le ses 
ar. D donndes égales aux nombres donnés, et il est le = 
seul, car tout point dont l’abscisse est égale à OA s 
et l’ordonnée à OB est tel que la perpendiculaire 
abaissée de ce point sur Ox passe en À, c’est-à-dire 
coïncide avec MA, tandis que la perpendiculaire 
abaissée sur Oy coïncide avec MB; le point cherçhs 
doit donc coïncider avec M. 














L 


à 


pe, { 


- 
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On voit sans peine que cette construction est bien 
identique à celle que nous-avons donnée pour les 
graphiques de la température; nous prenions l’ab- 
scisse OA égale à la mesure du temps (positive ou 
négative) et nous élevions en À une perpendiculaire 
à Ox située au-dessus ou au-dessous, suivant que la 
température avait une mesure positive ou négative, 


et égale a-cette mesure. L'égalité déjà remarquée 


des côtés opposés du rectangle entraine l'identité 
des deux constructions. 

83. Cas Parricuciers. — Si l’abscisse donnée est 
égale à zéro, le point À coïncide avec le point O 
et par suite le point M coïncide aÿec le point B; 
donc Les points dont l'abscisse est égale à zéro sont 
les points de l'axe Oy, c’est-à-dire a l'axe des ordon- 
nées: De même, les points dont l'ordonnée est égale 
à zéro sont les points de l'axe des abscisses. Le 


_point O est le seul point dont les deux coordonnées 
sont nulles. 


On désigne d'habitude l’abscisse par la lettre x, 
et l’ordonnée par la lettre y. Lorsque l’on a plu- 
sieurs points qu'il est nécessaire de distinguer, on 
affecte ces lettres d'indices : x,, T3) FSU YA US 
en ayant soin d'affecter d’un même de les dde 
coordonnées d’un même point. On emploie aussi 
assez souvent la lettre à pour les abscisses et la 
lettre b pour les ordonnées. Enfin, on se sert aussi 
_ des lettres grecques «, B (au lieu de a, b)et 6,n 
st lieu de x, y). 

. Au lieu de dire le point M dont l’abscisse est égal 
à T et dont l’ordonnée est égale à — 3, on dira et 
écrira plus brièvement : le point M (x — 2 »Ÿ —= 3); 

ou bien le point M (2, —3), en ayant soin d’ écrire 


















abord lébecite ét énsuité V'ordonnée, | 
sépare par une virgule: à Si l’on n’a pas Jugé utile de 
désigner ce point par une lettre on pourra dire 
simplement : le point x=—?, ne, ou : le 


«point (2, —5). 
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84. — Supposons que nous ayons plongé un. 
thermomètre dans un vase rempli d’eau froide et rap- 
proché d’un feu modéré; à chaque minute nous e : 
notons la température indiquée par le thermomètre 24 

et nous obtenons ainsi un tableau tel que le suivant‘: 4 
À 
















- Époque. Température, Époque. Température. 

L ES 10 Lite 89 2 CT 
PRE 3° CR 0e : _@ 
pe Enr 5° Le 5... NC RES 


_Si nous convenons de désigner par x l’époque 
exprimée en minutes, et par y la température. 


Le 





1. Bien entendu, on n'obtiendra en pratique un tel tableau, que 
si l'on se sert d'un thermomètre peu précis et si l’on fait des 
observations grossières; si l’on avait un thermomètre divisé en 
dixièmes de degré et que l'on observe à l’œil le centième de degré, 
on aurait, par exemple, des températures telles que les suivantes : : 


Époque. Température. Époque. Température, £ 
De PNEU BE, 4,4 it CROSS 
LR TE ee ATOS ASE UE D 
droite td sit 200 


de sorte que la courbe ne serait qu 'approximativement une Jr 
mais elle y ressemblerait assez pour que l’on puisse conjecturer - 
que le phénomène physique est bien représenté par une droite, 
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_ correspondante exprimée en degrés, l’inspection de 2 
ce tableau montre que l’on a : 


VAL ET, 





lorsque x a l’une des valeurs o, 1, 2, 3, 4, 5. La 
température s'élève régulièrement de 2° par minute. 


ë Pr, L . 
_ Iestdoncà présumer qu'en 5 de minute parexemple, 


5 LATE 


de degré. Il bi résulte qu’à l’époque 23e la 


> , = 2147 2 
température observée aurait été DT) de sorte . 


? # A L “ LU », 13 
la température s'élève de > de 2°, c’est-à-dire de = 7 





que l’on a encore entre l’ époque æ et la température 
correspondante y, la relation : 


Y—ILH EL. 


Nous sommes ainsi conduits à admettre que cette … 
relation est vérifiée pour toutes les valeurs de æ 
comprises entre o et 5, c'est-à-dire pour toute … 
époque comprise entre les époques extrêmes où : 
l’on a observé. Nous exprimerons ce fait en disant Le 
que cette relation donne la loi des températures 
_ pendant l'intervalle de temps étudié. 

_ -Effectuons la représentation graphique de la 
variation de la température. Dans ce but, nous tra 
cerons (fig. 19) deux axes rectangulaires Ox, Oy et _ 
. nous PONIETORS sur Ox cinq segments consécutifs 
É égaux a l’unité, ce qui nous fournit les points 1, 2, 
3,54, 5, qui correspondent aux époques 1, 2, 3, 4, 
ES, origine O correspondant à l’époque zéro. Nous 
_ élèverons en ces points les ordonnées 0oÂÀ— 1, 
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Dev, over sD—, es, FE, Nous. 

allons Des d’abord que les points ABCDEF 
sont en ligne droite. Dans ce but, menons par A la ss 
parallèle à Ox, qui rencontre ke ordonnées en B’, 
C’, D’, E’, F'; nous aurons : ne. 


AB'—1, AC'—», AD'—3, AE/—%, AF—5, 
BB—2 CC—4, D'D—6 EE—8 ÆFF—160 - 


Les triangles ie ABB, AC/C, AD'D, AE'E, 
AF'F sont die es 
semblables comme 
ayant les côtés de 
l'angle droit pro- 
portionnels; ilen 
résulte que les 
droites AB, AC, 
AD, AE, AF font à 
toutes le même … 
angle ‘avec WARS 
done ces droites” 
coïncident, c’est- 
àa-dire que les. 
points À, B,C, D, 
E, F sont en ligne 
Fe oite. | 
Nous res 
maintenant faire. 
un | voir que cette 
droite AF représente complètement la variation de 
Ja température dans l’intervalle considéré ; c'est-àa- 
dire que si l’on considère une époque quelconque ; 
cor? respondant à l’abscisse OP, la température y à 
cette époque est égale à Péioan es PM que Von 
































| btient en élevant en P la perpendiculaire à Ox et 
prenant son point d’intersection M avec AF. | 
Soit, en effet, M’ le point dmtersection de PM. 2 
|_ avec AF. ‘2 
… Le triangle AM'M est semblable ‘au EE AB'B; 
-ona donc: ‘ 

MM BB. 

AM APT: 


_ D’autre part : 
RSS PM=PM +MM 
OP=AM': 


É Il en résulte : 
Fa PM=20P +1, 


r 
o 
# 


. € 'està- Kdre, si l’on désigne PM par y et OP par x : 


= ee y AMIE, l'E 
_ l’ordonnée PM représente donc bien la température 
Le te correspond à l’abscisse x. Le 
_ On voit que lorsque la variation de la tempéra=- 
e ture dans un.intervalle donné est repr ésentée algé- 
Dr par un binome du premier degré, Dre est 
= représentée graphiquement par une ligne droite; # 
a c’est à cause de cette importante propriété que la 
fonction y définie par la relation y—ax+best 
dite une fonction linéaire de x; elle est représentée 
par une ligne (droite). D 

3 85. AuTRes EXEMPLES. Î. — Aeprésenter graphi- 
Derirenr la fonction y définie par la relation : 






y—=4— 3x, 





_ lorsque x varie de — 1 à 2. 
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On peut former le tableau suivant (fig. 20) : 


T—=—1 y 7 ‘point À. 
BE rTAIO TE = — B: 
LEE TA à ES — C 
He Le y — D. 


On démontrera comme tout, à l'heure que les 
A points A, B, C, D sont en 
ligne droite. Cette droite ren- 
contre Ox en un point M. 
Pour ce point M,onay—o; 
on doit donc avoir, en dési- 
gnant par x l’abscisse de M: 


k—3x—=0o 


c'est ce que l’on vérifie faci- 
lement par la comparaison 
Fig. 20. des triangles semblables 
MCr, MD2. | 
II. — ANNE gr aphiquement la fonction y. 
définie par la relation : 





y=—:1—52, 


lorsque x parie de — 3 à 2. : 
Nous formerons le tableau suivant : 


æ—= —3 FAR Le DER I point A 
G= — 2 y=—it3= 3 r — B 
T——1 Yy=—i+;=—3 — C, 
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Les points ABCDEF 
sont en. ligne droite 
_ (fig. 21) et cette droite 

rencontre Ox en un 
_ point M dont l’abscisse 


| 3 | 
est ——; c’est la valeur 





de x pour laquelle y 
est égal à zéro. SE ar 
86. Étude générale | 

_ de la fonction linéaire. — Nous allons maintenant 

étudier par une méthode un peu différente les varia 

_ tions de la fonction linéaire, en faisant varier x 


de —o ao, c’est-à-dire en donnant à x toutes 


les valeurs possibles, négatives et positives. 
Soit la fonction linéaire : 


E =" 


y = 2X +3. 


_ La représentation graphique complète des varia- 
tions de cette fonction s’obtiendra en donnant à x 
toutes les valeurs possibles, calculant la valeur 
_de y qui correspond à chaque valeur de +, construi- 
sant tous les points dont lés coordonnées sont les 
valeurs correspondantes de x et de y, et réunissant 
_ ces points par une courbe. Nous allons montrer 
que cette courbe est une ligne droïte indéfinie 1. 


Le À M AE HO « 





. ligne courbe et ligne droite : une courbe est une ligne qui n’est 
pas droite. En mathématiques supérieures, on donne le nom de 
a { 





*% (n@ 0 2 
£ Sn 
à RP 
BUS LS tes à re 
A ANT A se te 


À 








dr SEBN L) r # Q 117 Q 
. 1. On oppose quelquefois, en géométrie élémentaire, les mots. 


Fa 


ee 


Code es d’abord la for 
4 définie par la relation : - 


y X: 


ÿ Soit OA une abscisse positive (fig. 2) l Me 
La correspondante AM est positive et égale au double 


_ de OA’; à une abscisse ne OA” Ee une 
Pause négative AM” égale ‘encore au double de 


OA”, Les ane rectangles OAM, OA'M’, OA? 
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ne AM AIM 4” 
RON OA + 


Ans Mie MOA, M'OÀ’, M'OA” sont donc égaux, 
d'où il résulte que les points MM'M" sont en ligne 
À droite. Cette droite, | | 
É _ supposée prolongée in- 
% définiment, représente 
3 _ complètement la fonc- 
BouonR y—27; à tout SYS- 
.__ tème de valeurs corres- 
| pondantes, x, Y, Cor- 
réspond un point de la 
_ droite, et réciproque- 
ment les coordonnées 
‘un point quelconque 
de la droite vérifient la 
. relation y —2x. On dit 
æ que la relation y—2x 
_ est l'équation de la 
_ droite (au lieu de dire 
. plus longuement : l’é- 
. quation que vérifient les 
| coordonnées d'un point quelconque de la droite). 
_ La droite MM’ est /a droite d'équation y —2x; on 
dit aussi, plus brièvement : la droite : y —2x. 
É “Reprenons maintenant Ja relation plus générale : 






























- 


vor 


ie Soit À un point quelconque de Ox (fig. 23) et M : 


pps de la droite Y—= 2%; l'ordonnée de la 


est -à- Hi e en prenant un once MP égal à à 3 (le 


_ Borez. — Algèbre, 2° cycle. 1% 




























sens positif est bien on le sens ns positif sur Oz). 2 
De même à un point A’ correspond un point M 
de la droite y—2x et un point P' de la courbe 
y—2x +3 tel que MP” soit égal à 3. Les segmenis LE 
MP, MP" étant égaux, parallèles et de même sens, 
la figure MPP'M' est un parallélogramme. Le poiné À 
P' se trouve donc sur la parallèle à MM” menée par 
le point P. Donc tous les points de la courbe 
y— 2x + 3 sont sur cette parallèle; la courbe cher- | 
chée est identique à cette droite, | 

Remarque. — Pour x — 0, la fonction y— 2x We RÉ 
se réduit à 3; l’ordonnée correspondante est OBet 
la figure OBPM est aussi un parallélogramme. La 5 
| longueur OB est ce qu'on appelle l'ordonnée à l'ori- 
* gine. Pour construire la droite y = 2x + 3, ilest 
commode en général de construire d’abord les 
point B; par le point B on mène la parallèle a MM. 
On nt aussi construire le point C où la droite 
rencontre Ox; c’est le … 
point pour lequel on. A4 
27+3—0, c'est-a- dire 












Dear : . Les points B} et 






ane construits, il sufe 
fit de joindre BC pour 
avoir la droite cherchée. : 

87. Exempzes. |. — Con- 
str uire la droite : Re & 





Yy—=—22H 1. 





Fig. 24. HE. LE ETS 
On construira d’abord la 
droite y——2x, et l'on remarquera que, pou 
cette droite, y et x sônt constamment de sigr LE 





| st doi Mr (fig 3 4): + droite 
— 2% a 1 est alors PP’, si l'on ad MP et MP’. 

égaux à l'unité de longueur ; l’ordonnée à |’ origine : 

O0B est aussi re a l'unité de longueur. Le 


— — x 0 
HP ee 


La droite parallèle est MM (fig. 25); | l'or- 


_ donnée à one OB=—— 2; l'abscisse à 


; Remarque. — On voit que l'inclinaison 4 
droite sur Ox dépend de la grandeur et du signe du 


n donne à ce coefficient le nom de pente. de la 
c tes on appelle aussi coefficient angulaire. La 





























Lorsque ce Petite est égal à à zéro, , là droite est 
“HS à Ox; car si l’on a y— ox + 2, cela équi- 
vaut à y—2; l’ordonnée 
y a une valeur constante; 
la droite est telle que 
BPP‘4Gg28} VE 
Dans le cas où le coef- 
ficient angulaire est posi- mt 
tif, la fonction yest crois. 
sante; elle est décrois- ee 
Fig. 26. sante NS le cas où ce. 4 
coefficient est négatif. 





de Ja droite qui joint deux points. — | Considé=. S 
rons une droite, ayant pour équation : a. 


y=ar+b 


points de RE droites on a : 










Y, = ax, + b À HAMIENS 
Y = ATe + br LV TES 
d’où, en retranchant : 2 FREE 
ee PAS a(rs — x). 
A On en ue en supposant Ex , différent de ae s 
"y d Pa er | 4 
(1) a 7% Ja. Ÿ RUES 
Lo sprl X, Ka 


telle est la formule qui fait connaître le coefficient 
k angulaire d’une droite, lorsque l’on connaît les 
_ coordonnées de deux points de cette droite; 
peut l’énoncer sous la forme suivante : 





ns TA Nid, 
À 


PERS OT T 


h 
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| Rècue. —} ue Rae ou u pente d’une 
dr oite est égal au quotient de la différence des ordon-, 
fées de deux de ses Points par la différence des 


_abscisses des deux mêmes points pris dans le méme 


ordre. 

Dans le cas où TZ, — x, est nul, deux points de la 
droite ont la même TRS tous les points de la 
droite ont évidemment la même abscisse, c'est- 
à-dire que l'équation de la droite est : 


Finn 


cette équation ne renferme pas y. 
La droite est parallèle à O7; son coefficient angu- 
laire est infini; le dénominateur de la formule qui 


le donne est égal : à Zéro. 


Si nous imaginons que l'axe Ox soit horizontal 


et Paxe Oy vertical, on voit que la pente a est égal 
au quotient de la différence d’altitude (positive ou 


négative) y, — y, de deux points par la distance qui 


sépare les ordonnées de ces deux’ points, cette 


distance étant comptée parallèlement à Ox. 


. 


89. Pente. Application à la topographie. — 


Lorsque l’on fait le plan d’un pays, d’un champ, 
‘d’une maison, on représente chaque point par sa 


projection sur un plan horizontal; c’est-à-dire par 


le pied de la perpendiculaire abaissée de ce point 


sur le plan horizontal; l’on inscrit parfois à côté de 
chaque point son altitude ou cote, c’est-à-dire sa 
hauteur au-dessus d’un certain plan horizontal fixe. 
La pente d’une droite est alors égale au quotient de 
la différence des cotes de deux de ses points par la 


distance de ses projections horizontales. Si l’on a, 
par exemple, une route rectiligne dont la longueur 





LT : 





par ce plan vertical d’une certaine région, on choisit. 


So ton schématique. | 





est de gum dont Pistes est à. 250% au-dessus dur à 
niveau de # mer et l’extrémité à 310, sa pente est: 


310 — 250 _ 60 1 
3000 3000 _ 50° 






















PES I 2 k te: 
On dira que la pente est —, ou ——, ou 2 centi- 
| | 5o 100 # 


mètres par mètre, ou 2 p. 100 (2 °/,). Si l’on prend 
pour origine des coordonnées l’origine O de la 
route, pour axe Ox la projection de la route sur le 
plan RE qui passe en O et pour axe Oy Ia: + 
verticale du point O, la section de la route par le 
plan x0Oy sera représentée par l’équation : : ; = 


Lorsque l’on fait ainsi des coupes par un plan. 
vertical pour représenter les pentes de la section 


souvent deux unités de longueur différentes pour 
les abscisses et les ordonnées, afin d’accentuer les … 
pentes qui seraient presque cn a la vue 
quand le pays n’est pas très accidenté. Par exemple, . 
on peut convenir de représenter par une abscisse 
de 1°, 1 de distance horizontale et par une 
ordonnée de 1°", 100" d’altitude. L’échelle est 
AIDES ee pour les abscisses et se à pour les * 
100 000 | 10 000 : FEES 
ordonnées. Mais, lorsqu'on procède ainsi, il ne % 
faut pas oublier que les pentes réelles sont beau- 
coup plus faibles que les pentes de la représenta- 


Voici, par exemple (fig. 27 et 28), deux coupes de 


* 
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4 d , « 2,3% . L Re ” # 5 
la France, empruntées à la Troisième Année de Géo- 


graphie, de P. Fonain (Librairie Armand Colin) 
gérées 40 fois, c'est- 


dans l’une les hauteurs sont exag 
à-dire qu'à une hauteur de 1“ correspond une 
ordonnée 40 fois plus grande qe l’abscisse qui cor- 
respond à une longueur de 1°. Dans la seconde 
(fig. 28) les hauteurs sont exagérées 45 fois; dans 
cette dernière à une longueur d’un kilomètre cor- 
respond une abscisse d’un dixième de millimètre 
tandis qu’à une altitude d’un kilomètre. correspond 
une ordonnée de 45 dixièmes de millimètre. 


On voit ainsi sur un exemple pratique comment 
il peut être parfois avantageux de prendre des unités 


différentes pour les abscisses et les ordonnées ; mais 


il faut avoir soin de prévenir expressément ; sinon ; 


on $ ’exposerait À de graves erreurs. 


90. Températures médicales. — Dans beaucoup de mala- 
_dies, l'observation de la température du malade est un ren- 
_ seignement précieux pour le médecin; il lui est aussi fort 
utile de savoir si les variations en sont plus ou moins rapides: 


Dans ce but les médecins ont l'habitude de construire des 
diagrammes de la température dont nous reproduisons un. … 
spécimen, d’après une feuille réellement remplie dans un 
hôpital de Paris (fig. 29). Les températures sont observées | 
chaque matin et chaque soir, à des heures aussi régulières 
que possible; on porte les époques en abscisses, un côté du 
quadrillage correspondant à 12h; on porte les températures. 
en ordonnées ; ün côté du quadrillage correspond à 2 dixièmes 
de degré; le point représentatif peut être mis soit sur un, 


_des traits horizontaux, soit au centre d’un carré (comme le 


6° jour soir dans notre figure), on peut ainsi figurer le dixième . 


de degré, ce quiest l’approximation fournie par les thermo- 


mètres médicaux. La pente plus ou moins grande des droites. 


qui joignent les points représentatifs permet de voir d'un 


coup d'œil si la variation de température a été plus ou moins 
… ” / : 



































Fig. 29. 
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brusque. Des traits plus forts SorrespOn dE aux tempéra 
tures de 37° #& de 40°, qui jouent un rôle particulièrement 
important dans le diagnostic. | 

Bien entendu, si l’on observait la D. ne Hrsdes | 
à chaque instant, la courbe obtenue différerait notablement 
de celle qui est figurée; mais cela n’est pas pratiquement à 
possible et la courbe schématique que l’on emploie suffit 
actuellement aux besoins de la médecine, 








91: Introduction des accroissements Ay et Ax. . 
_— Reprenons la formule fondamentale : 55 












Nous allons la récrire avec une notation diffé- - 
rente, ce qui lui donnera une forme nouvelle, qui 
nous sera fort utile à connaître quand nous études _ 
rons les dérivées. è 
_ Expliquons d’abord cette notation. É 

Soient x, et +,, deux valeurs de l’absceisse, et Z nn 
et y, les ae Rorres Ronde ntes de l’ordonnée. _ 
Nous poserons : 











DRE) ET RO 1! 


Ax, = Ty — Li 
ou, ce qui revient au même :. 
Te Li AT: 


La notation Ar, (que l’on énonce : grand delta x,, 
ou grand delta de x,, ou delta x,) représente la quan | 
ïité (positive ou négatye) qu'il faut ajouter à x, pour 4 

_ obtenir x, ; c’est l'accroissement de x, (le mot accrois- à 
sement 0 un sens algébrique, c’est-à-dire dési- 
gnant la quantité que l’on ajoute, qu’elle soit posi- ; 
tive ou négative). L’accroissement correspondant de 
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y sera désigné par-Ay,, c'est-à-dire que l’on posera : 
His Ya = Yi + AY: 
AY V2 — Yi 

La formule qui donne la pente de la droite joi- 


gnant les deux points considérés prend alors la 
_ forme : 


ou plus simplement, en supprimant les indices 
puisque (x, y,) sont les coordonnées d’un point quel- 
conque de la droite : 


Pa 
a 
Ax 
-ce qui s’exprime ainsi : 4 
| TaéorèME. — La pente d'une droite est égale 


au quotient de l'accroissement de l’ordonnée par 


l'accroissement correspondant de l abscisse. 
On peut déduire de ce théorème une démons- 
tration nouvelle du théorème de la page 154. 
Supposons que l'accroissement Ax soit positif, 


_ alors par définition la fonction y est croissante, 


décroissante ou constante suivant que l’accroisse- 
ment correspondant Ay est positif, négatif ou nul. 
Or il est manifeste que, lorsque Ax est positif, & 
est du même signe que Ay et s’annule avec Ay. Donc 
la fonction linéaire est croissante, décroissante ou 
constante suivant que a est positif, négatif ou nul. 

92. Application au mouvement uniforme. — 
_ Désignons par e, l’espace parcouru à l’origine des: 
temps par un mobile animé d’un mouvement uni-. 


_ forme, par e l’espace parcouru à l’époque {et par p 
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la vitesse;-oh aura » : "17 7 PARU 
e—Vl+ E,.. 


C'est l’équation du n° 26 dans laquelle nous 
employons la lettre e à la place de la lettre x, et 
SUPpOSONns {,— 0. | 

Traçcons deux axes rectangulaires que nous 
appellerons O£ et Oe, au lieu de les appeler Ox et 
Oy; nous porterons les temps en abscisses, sur 

l'axe Of et les espaces en ordonnées parallèlement 

à l’axe Oe. D’une manière plus précise, ayant choisi. / 4 

une unité de longueur, que nous supposerons étre : É 

la méme pour les abscisses et les ordonnées, ayant 

d'autre part, comme il est nécessaire avant d'écrire 4 

l'équation du mouvement uniforme, choisi une ort- 4 

gine des temps, une origine des espaces, un sens 

positif pour les temps, un sens positif pour les À 

+ 
: 
À 


pates net ER : bn Qi ES D 


bL] 
1 de 


espaces, une unité de temps et une unité d'espace, 
nous faisons correspondre à une époque donnéeun 
point dont l’abscisse est numériquement égale. EE” 
cette époque et dont l’ordonnée est numérique= 
ment égale à l'espace parcouru, chacune de ces 
quantités : abscisse, époque, ordonnée, espace, étant 
mesurée avec l'unité, l’origine et le sens positif ques 
lui convient. 

Dès lors, si nous désignons par ? ct e l'abacisse d 
et Hérdonnee nous aurons entre ces nombres la re 
relation : | | SE 


F": 











154 PHMERES | 
FN ; # 
y étant le nombre qui représente la vitesse et e, le 5 


nombre qui représente l’espace initial. Si l’on appe- 
- lait, pour un instant, y l’ordonnée (au lieu de e) et x. 
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 l'abscisse (au lieu_de Ô cette équation prendrait la 
: forme : 
Y=VT HE, 


s 


. et avec ces notations, on aperçoit immédiatement 
_ qu’elle représente une ligne droite. Ainsi, le mou- 


vement uniforme est représenté par une droite. 
De plus, on voit que la pente de cette droite est y; 


elle est égale à la vitesse. Ilimporte de remarquer que 


cette égalité est une conséquence du fait que l’on 


° A s » e 
a pris la méme unité de longueur pour les abscisses : 


et les ordonnées (voir Exercices 124, 125, 126). 
Considérons par exemple un mobile qui parcourt 


4 a l'heure, qui se déplace dans le sens positif et 


qui pers d’un point dont la distance à l’ “origine des 
espaces l'est 10 “", Nous aurons : 


AE), 


- les temps £ étant exprimés en heures et les espaces 


en kilomètres. Si nous faisons correspondre une 


_abscisse de 1°" à 1° et une ordonnée de 1°" à 1“, 


nous aurons entre les abscisses et les ordonnées la 
même relation : 


st 


Nous obtenons ainsi la figure 30: 


Pour 4—5, nous avons ainsi e — 30 et effective- 
ment, à une abscisse de 5°” correspond une ordonnée 


de 30%", pour £——5 nous avons e—— 10, ce 


1. Il importe de remarquer que nous ne disons pas ici l'absersse 


pour éviter toute confusion, car ici nous mesurons les espaces sur . 
_ l'axe des ordonnées. 
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qu 1l est aisé de vérifier, soit sur la figure, soit 
dans le problème de mouvement uniforme. 





Fig. 30. 


Si l’on emploie des notations analogues & à celles 
du paragraphe précédent, on a : 
MER 


p—-- , 
Lt, 





Or, 4, —1, est l'intervalle de temps qui s'écoule 





de époque à t, à Pne t, et e,—e, est l’espace 


parcouru pendant cet tervile 
La vitesse est ég sale au quotient de l espace par- 


_ couru pendant un certain intervalle de temps, par 
cet intervalle de temps. Ce quotient ne dépend pas 


de l'intervalle de temps choisi : c’est la définition 
même du mouvement uniforme. 
On peut écrire aussi : 


et dire que La vitesse est égale au quotient de 


_ l'accroissement de l’espace par l'accroissement du 


pr à let lol mme A d'a SMS RATE à * 





et 17 à 1° (la vitesse évaluée en kilomètres 
_ minute sera alors égale à la pente). 


ee 
à 

AA 
s - 
2 


temps. 
03. Graphiques des chemins de fer. — La repré- 
sentation graphique du mouvement uniforme est 


utilisée par l’État et les Compagnies de.chemins de 


fer pour fournir à leurs agents, sous une forme 


commode, le tableau de la marche des trains sur 


une ligne. On admet, pour simplifier, qu'entre deux 
stations, la marche d’un train peut être regardée 
comme uniforme; pendant les stationnements, l’es- 


_ pace ne varie pas, tandis que le temps augmente 


d'une quantité égale à la durée du stationnement; 
un stationnement sera donc représenté par un seg- 


_ ment de droite parallèle à l’axe O£. Supposons, par 


m 


exemple, que nous fassions correspondre 1% à 1 
la 


à 
à 


Nous avons représenté sur la figure 31 la marche de 


deux trains qui partent en même temps (à l’origine 
des temps) de [a station choisie comme origine des 
espaces. 
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; 








La apres du Drotren qui est | 
| cle par la ligne OABCD 3 Te urt 
d’abord 30" en 20"; cette première partie de s son 
ajel est IRAE RARE par la drens QA arrivé à la 


DE 


RTS RC CP pr 


J 
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! 
t 
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[ 
ah 
ec 
[au 
[ 
l 
| 
} 
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30 35 40 


Fig. 31. 


station qui se trouve à | 3oir Fe son point de départ ex 
il y séjourne 5”, ce qui est représenté par le se eg : 
ment AB; car, pendant ces 5" l’espace ne var ie 
pas; il parcourt ensuite 30 autres kilomètres - € 
2073 de sorte que 45" après son départ il se trot 
_ à 60" de son point de départ, ce qui est figuré ] 
| le point C un J'abscisse est 45 et l'ordonnée 
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il séjourne ensuite 10" à cette nouvelle station, ete. 

Le tracé OMNPQ représente la marche d’un train 
de marchandises, dont la vitesse est beaucoup plus 
faible et les stationnements plus longs. La droite 


HDI représente la marche d’un train qui va en sens 


inverse des précédents; il part à l’origine des temps 


d'un point situé à 6o“" de l’origine des espaces 
(point E) et arrive 40" après à la station située à 


30" de cette origine (point F). Ce train croise l’ex- 


press considéré en premier lieu, car les lignes qui 
les représentent se coupent en un point G. L’ab- 
scisse de ce point fait connaître l’époque de ce croi- 
sement et son ordonnée fait connaître la distance 
à l’origine du point dé croisement. | 


+ 
Les figures 32 et 33 représentent les graphiques de chemins 
_ de fer tels qu'ils existent réellement; les dimensions de ce 


livre ne nous ont pas permis de les reproduire intégralement 
(de minuit à minuit); la figure 32 donne la portion d’un gra- 
phique qui s’étend de minuit à 5h du matin et la figure 33 la 


portion d’un autre graphique qui s'étend de midi à 5h du 


. soir. À chaque station correspond une ligne parallèle à l’axe 
. des abscisses; les écartements de ces lignes sont propor- 
tionnels aux distances des stations entre elles, distances qui 
sont indiquées dans la colonne de gauche, Les parallèles à 
. l'axe des ordonnées correspondent aux époques; ces paral- 
_ lèles équidistantes correspondent aux quarts d'heure, les 
_ traits des heures étant plus forts ; de: plus, de petits traits 
parallèles aux précédents, mais qui ne sont pas prolongés 
pour ne pas trop charger la figure, divisent chaque quart 
d'heure en 3 intervalles égaux (de 5 minutes chacun par con- 
_ séquent) 

La marche de chaque train est représentée par une ligne 


… inclinée; la force du trait et la nature de son pointillé per- 


. mettent de distinguer les diverses espèces de trains; le 
- numéro de chaque train est inscrit à côté du trait qui le 
. représente. Par exemple, sur la figure 32 on voit que le 
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LS 1358 part de Lou- 
. dun à minuit 45m, ar- 
rive à Chinon vers 
1h 28m, en repart à 2h, 
arrive à Azay à 3h 4m, 
en repart à 3h 20", etc; 
pendant qu'il est garé 
à Chinon, le train 353 
(dont la marche est 
plus rapide et qui va 
en sens inverse) peut 
traverser cette station 
(la ligne étant à voie. 
unique). Nous laissons 
à l'élève le soin d'étu- 
dier lui-même les au- 
tres”particularités des 
- . figures 32 et 33. 
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LOUDUN A  AIRVAULT 


EXERCICES 


SUR 


LE CHAPITRE V 


103. — On a ob- 
servé les températures 
suivantes : 


bai c'éds * adt, NA be Etes af; Ac iles hd 
L1 ; F £: F 
\ . £ b 
4 É 







Midi... , 10° 

ME Ne Me, D'Là 
DR NE = dre 8° 

6°: 5° 

APN EE 3° 

10" Ste 0°,5 

Minuit. . . — o0°,5 

ALL RTE RNA ve 


Représenter graphi- 
quément la variation de 


ke 
À 


: 
By 
Le 


HAirvau 





D . 

ù 
RS » 
De 
> 













“a tempérsinte, en faisant correspondre it à n° ù 


104. — Effectuer la même représentation en 
faisant correspondre 2m à 1hetimmare, 1 das 
165. — Effectuer la même représentation ro à en 
_ faisant usage de papier quadrillé et faisant correspondre, un <> 

côté du quadrillage à 1h et un côté à 2°. UE 

106. — Représenter graphiquement la température d’ ue 


_ malade d’après les observations suivantes 












A Matin, Soir. 












DB JUID es UN AU eve 36°,9. 38° É VER 


DO D SE ART AT 37°,5 BB, BONES 
DOS es à + Ar e RE 37°,4 30°" "HART 
juillet , ,:, 22 OS ON SON 

2 Re Vi GAS 39° 38°,8 RE 

3 AIO SORTE LEE 8757 +: 88° ° TS NOR 
h Ne DE © 37° | 37°,6 | È ET 0 


107. — Représenter graphiquement les températures indi- 
quée dans la note au bas de la page 190, en faisant corres- 
_ pondre 5° à 1m et SM. à 10, F \ : 


fonctions : EE | 






en prenant comme unité le centimètre. : 
109. — Même qEAUOE. en prenant pour unité le milli- nl 
mètre. ee, 
110. — Représenter graphiquement] les variations des ho >» 
. tions : | HR à 













en prenant pour unité le décimètre. 


L 





( — — Roprésenter Lee les variations ARS 
y=— 2% + 4oo 
y — — 3x + 250 
Yi GE 2000 


h , 


n prenant pour unité le dixième de millimètre, 
113. — Représenter graphiquement les deux droites ; 


y —=2&+ 1 
DEEE 


en prenant pour unité le centimètre ; calculer et mesurer les 

coordonnées de leur point commun, c'est-à- dire du point 
ont les coordonnées x, y vérifient es deux équations. 
114. — Même RE poux les droites : 


SAT Re M à : . 
On aie pour unité le millimètre. æ 
115: — Résoudre les deux LU ne en fai- 





























TRE 
Ai kx -— 5y — 2 —0o 

ee s 180 0 4 00 00e : 
EDR Ne 3x— 5 —=0o ; 

27 +3 = 0. 


en prenant pour unité le demi-centimètre. 
119. — Dans quel cas les droites représentées par. les 


équations : Ë pe 
ax + by 
ax! + b'y 
sont-elles parallèles ? : RS. 
120. — Quelle est a pente de la droite : 






IE 
_ 


ax + by =c. 7 


421. — L'horaire du rapide de jour de Paris à Marseille 
pendant l'hiver 1902-1903 était le suivant : 





Distances de Paris 
en kilomètres. 


— — —— — 


Stations. Arrivée. Départ, ER 


_ Paris SE 9" 20° :: 
155 Laroche ‘ 11" 5o 119 5b 
315 Dijon 2 14 + 3520408 
hho - Mâcon hr Nr ES 
5r2 Lyon HU 2 2 bip 
618 Valence 6" 45 69 48: TRES 
7ha Avignon 8: 25 L ÉLIRE 
764 Tarascon 8t 54 Er OTS 


863 Marseille - rol 21 : LE 


Représenter graphiquement la marche de ce train en pre ë 
nant pour unité de temps 5", pour unité d'espace le myri 
mètre et pour unité de longueur le millimètre poses 
abscisses et les ordonnées. == 







de papier quadrillé, 
123. — Résoudre la même Le en faigant corres à 


_ pondre une abscisse de r°® à rh et une 





millimètre à 1m, 


. “ 


la vite e-qu'a l le TRE A , 
nt 


des sections a DAÉRNEE et mesurer les pe 


on tone à- k 


| Le — Calculer, avec laut qué comporte la 
re, les vitesses des trains représentés sur la figure 32, 

ee diverses stations du parcours. | 
26. — Même question pour la figure 33: calculer: de 


s. les époques et les distances aux stations voisines des 
e | 


croise ements des trains en dehors des stations. 


ete 











CHAPITRE “4 


ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ. 
ÉTUDE DU TRINOME 


A UNE INCONNUE 


94. Définitions. — Nous savons qu’on appell 
| équation du second _degré à à une inconnue æ un 
équation telle que, tous les termes ayant été. trans 
posés dans le premier membre et les termes sem 
- blables ayant été réduits, le premier membre est 
un polynome du second degré en æ: Telles so 
les équations : 





















4 HE ; #8 pus OS 
RS Por. à \ -. ” 
: 7 PRES | : 3 T XL? 0 

HA | 2 D HERS are RE 


2? — px + 3° —4 =O0 
a 


+4 


bite one suivant les puissances dcr 
de x, en réunissant en un seul tous les termes 









QE h. 


s préc 6e. 







ferment x au même “dogrés ne (HET 


si 


Des 
dentes 8 'écriront ainsi : Dane, | LA D F 





Ja = Y Wa Teo 


“. 13 Fe ñ 3 







Nes we FH _ pi == 
2 FD — NA? + 2PX + (me. — mn — p\) = 

















PA 


tenUne équation du second degré a donc frois termes; 
4 son premier membre est un érinome du second degré. 
be premier terme est le terme en 4°; le ca 
terme est le terme en 2; le dernier terme est le 
terme indépendant de x ou terme constant. Par. 
_xenple dans HAE 









D premier terme est (m + 8)x*; le Re terme 
4 est —(2 — n + pr; le dernier terme est m—n, 
Dans l'équation : 


Sn De co 


= Ir 1 —0. 


_ Dans l’équation : 





Mir el 


le pr emier terme est x; le second lerme n existe : 
as ; le dernier terme est —1. | 
| On écrit souvent APE générale du second | 





c’est-à- cn qe Ton désigne par a le RU lt à du 
\: \ premier terme, par b le coefficient du second terme, 
et par c le terme constant. Pour que l'équation soit à 
bien du second degré, il est nécessaire de supposer 4 
que le coefficient & est différent de zéro; nous : 
ea ferons cette hypothèse. Mais de même que, dans 
AE l'équation du premier degré à coefficients Bttéraux, | 3 
; il peut arriver que le coefficient du premier terme 2 
devienne nul pour des valeurs particulières de ces 
lettres, il y aura lieu d’étudier plus loin ce qui. 
arrive, lorsque dans l’équation du second degré le 
coefficient du premier terme devient nul. Mais, pour 
l'instant, nous supposons essentiellement a aie BTE 
de zéro; les coefficients b et c peuvent étre nulsou 
ifférente de zéro; nous étudierons d’abord le cas £ 
particulier où l’on a b—0o. |; 
99. Cas où le coefficient du second terme est 
nul. — Soit l'équation du second degré : 


ST 


















# 
£ 


EE EE À | 
: 5 


On peut l'écrire successivement sous les formes | 
équivalentes : 


RS L 22? — 8 

8 

= x? —— 

> 2 
È Sa ; « 

2h 


st — an. & = 


Il s agit done de trouver un nombre + dont le 
carré soit 6sal à 4. Nous savons que 2 est le seul 
nombr. positif dont le carré est égal à 4; je dis que 
— 2est le seul nombre négatif dont le carré est “es | 


au carré de ge: il n’est dés égal à 4: que si & AT - 


2 





| Jr 


D solutions ; ou, comme on dit aussi, deux 


e 5 T—= +2 


æ—— 2, 


écrit souvent la formule unique : 
Ni 


T— +2, 


ms, A 
SR : FE / à 24 , ds 
que l’on énonce : x égale plus ou moins deux; c’est-. 
a-dire : l'équation proposée est vérifiée que x soit RL = 
à +2 ou à —2. | 
; Soit encore 14 “HUE = 
Es DRE = 0 
On én déduit : 


D 
=; 
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Considérons maintenant J l'équation hi 
; 1: i cr 
x " À 2 + ps 5 . ot - 


S’ à existe un nombre x vérifiant cette équation, Date 
doit avoir : #5 PER 





c’est-à-dire que le carré de x doit être égal au 


(er 


, EJ 1 r ee Ne } 
nombre npaUtr eee or, le carré d’un nombre est 


toujours positif, que ce nombre soit positif ou 
négatif; ü n'y a donc aucun nombre dont le carré 


soit égal à —;; on en conclut que l'équation pro= 


posée n’a pas de racines. 
Soit enfin l'équation : 











32 = 0; 
Le produit de 2° par 3 étant nul, on doit avoir : 
HERO: 
“et par suite 7 —0, puisque o_ést le seul nombre : 
. dont le carré est égal : à zéro. L’équation Proptess "+ 
admet donc la racine unique x —0. de 
On convient de dire que cette racine est double; Me 
nous ne pouvons expliquer complètement la raison 
de cette dénomination; contentons-nous d’ observer SE 
_ que, æ° étant le Sub de deux facteurs égaux a, 
-siæ est égal à zéro, ces deux facteurs sont nuls, de 
sorte que le produit a une } double raison pu s an A 
nuler. * 
. Nous pouvons résumer comme il suit l'étude que 
nous venons de faire. | 


( = 








; 
: 
2 





Fiotur. — rs ; 


a+ eo 


_ une équation du second degré sans second terme, 


_ dans laquelle on suppose essentiellement a Zo. 


Si les coefficients a et c sont de signes contraires, 
. l'équation admet deux racines données par la 


Lormule 








REY eu 
a 


— C Ce, , . è 
dans laquelle — est un nombre positiy dont l'arith- 


_ métique enseigne à extraire la racine carrée. Si 


_ les coefficients c et a sont de même signe, l'équation 


n'a pas de racines. Si le coefficient c est nul, l'équa- 
| tion admet la racine double x —0. 
_ 96. Résolution de l'équation générale. — Con- 


_ sidérons maintenant l'équation générale 


P- 


(1) a +lx+ezo 


dans laquelle nous supposons essentiellement le 


_ coefficient à différent de zéro, sans faire aucune 





autre hypothèse. 


 L'équation (1) est équivalente à Lédaton sui=. 
_ vante, obtenue en multipliant les deux membres 


par 4a: | 
(2) L 4a?x°? + 4abx + 4ac = 0. 
Cette équation peut s’écrire : 


par + 4abx = — Lac 


“ 


où, en ajoutant b” aux deux membres : 


A fa) = 4ax° + Hip pe 


























le premier membre de l’équation 2 est Fs carré de e 
24% + b; de telle sorte que cette équation (3) peut 
- s’écrire : 


À 
1% 
ML: 


47, 


ce ARS ARE CE PC 


(2ax + Bb} — b? — hac. 


On est ainsi conduit à un problème tout à fait. 
analogue à celui que nous avons résolu dans le pré- 
cédent paragraphe; il s’agit de déterminer x, sachant 
que le carré de l'expression 2ax + b est égal à 
D? — 4ac. Si D — 4ac est positif, 2ax + b devra être 
égal à HO? — 4ac; si b°— ac est négatif, le pro- 
blème est impossible; si b?— {ac est nul, 2ax +. DE 
doit être-nul. On a donc, en supposant pee 4ac >< DE 


\ 













2ax + b—= + ÿb? — Lac | = Ne 
2ax = — b + VE — Lac < ; 


EVE jae  LOON 
Se FLAG . 


Cette dernière formule fait connaître les. deux 
racines de l'équation du second degré au moyen 
des coefficients; ces racines sont distinctes si. 
b? — ac est positif; elles sont égales si P— 4ac—0; … 
‘il ny a alors qu’une racine, que l’on considère 
comme double; enfin si b— {ac est négatif, les : ! 
racines n'existent pas; la formule qui les donne n’a … 
plus de sens, puisque l’on ne peut pas extraire la 
racine carrée d’un nombre négatif. * rs 

Nous donnerons à la quote b?— {ac Le : nom 
de discriminant de l’ équation !. . 


Ce 
* 





+ Dans le cas où c est égal à zéro, on voit immédiatement que 


ns re est vérifiée pour æ—o et pour æ——>; ce sont ces 


FRA - 


de On Su ee la formule, en remplaçant a 
per 2, b par — 5 et c par 3; on obtient ainsi: 
SE VF IX MEUre 

Les dur, racines sont donc : 


Gr MAG 1:53 
2 


L'— 


PAM TiAEE 
RE EN 
TRES : 
On aurait pu, à titre d'exercice, appliquer à 
l'équation particulière proposée la méthode géné- 


rale qui a servi à établir la formule; multiplions 
par 4a, c’est-à-dire par 8; 1l vient : 


GiGr 40 — 94. 
= Ajoutons b?, c'est-à-dire 25: il vient : 
ES 162? — 4ox + 25 — 25 — 24 
c'est-à-dire | 
“4 2” (4x — 5) —1 


on en conclut 


; ke —5—+i 


5H 
= 


Taper 


iscriminant le quart de cette quantité (c'est-à-dire b'?— ac; voir 
° 98); dans toutes les questions où le signe seul intervient, ;l est 
ns FN ncs de RES si l'on prend 6? — {ac ou son quart. 





Fi 


"IT — Résoudre 7 


84e 


On a iCI : 


b? — ja =8— exe =, 


L’équation a donc une racine double A: 


k 


DER ac 


a 
IT. — Résoudre l'équation : 
| 2? — 22% + 5 — 0. 
: _ On a 1C1 : 


b — has à — 20 = — 16; 


= 


y équation proposée n’a pas de racines. | 
IV. — Résoudre l'équation : : 


a?x? — (a? = pies + b— 0, 
Le discriminant est : | LE 
_(& Le b?}? — — Lab? — a — aa h? + bi — (as = &y. 
On a done : TER. ee à 


à A at nr By 


LEZ 
24? 


+ —(e = 8) _ 


LI 28) 




















. Cas où af formule ! se onto: — Dans Me 
ca: où le ‘coefficient b est le double d’un nombre 
poser b— 2", b dési- 





“HSE 


24 


de DEN de 


a 






la Jormule suivante, souvent | 


1 a : 
Dee dt paQ—0, 
CÉFLERS ; : ‘ 


on lécrit : . | 
2% | (+ +2) P° 
CE HR 2 % 

qe > CDS 
SV (st) = 


Sr : - | 2 | PR TEE 
où l’on tire, en supposant — 4 20 : À 


Vie 





2 
- c’est-à-dire : Ra 
i RHIN 


à oo cette forme réduite, en divisant par @, IP ce 
différent de zéro. 


rip 











re 











.æ— x" soit nul, il faut et il suffit que l’un de ces fac- 
teurs soit nul; comme à@ est différent de zéro, il 


racines (ce que l’on aurait pu prévoir, puisque l’on « 


plus deux racines). ; 


ALGÈBRE 


M. RELATIONS ENTRE LES COEFFICIENTS 54 
ET LES RACINES : | ne 


L 


99. Formation d’une équation ayant deux 
racines données. — Désignons par 4 et x" deux 
nombres donnés; est-il possible de former une 
équation du second degré ayant pour racines les … 
nombres x’ et x”? Nous allons voir que la réponse. 
à cette question est affirmative. Dans ce but, dési- 
gnons par a un nombre quelconque non nul et con- 
sidérons l’équation : 


A 
% 
à AE = #4 
PR 

a(x— x") (x — x") —=0o. ‘45 

C’est une équation du second degré; d’autre . 
part, pour que le produit des trois facteurs a, æ—2", 












faut donc que x — +’ soit nul, c’est-à-dire quex=x, « 
ou bien que x — x" soit nul, c’est-à-dire quez 2" 
L’équation que nous avons formée admet donc pour 


racines les nombres x’ et 2”, et n’admet pas d’autres 


sait qu'une équation du second degré admet au - 


0 I I ù d oi : Eur 
Soit par exemple D, a à. Prenons a —6, 4 


afin de faire disparaître les dénominateurs; nous … 
formerons l'équation , 


() RES 


ou, en développant : 


15 


6x? —— 5x + 1 = 0e 











:@ ’est-à-dire ! 
is 
RPRA É \ 


AL HT 3 0: 





l' : 1% . 
_ Reprenons l'équation générale : 


Ê ee e dx — x!) (x— x") = 0. 





Si nous la développons, nous obtenons : 


At _ ax — a(z’ + x”) x + ax'x" = 0. 
RES ; | 
se Les coefficients sont : à, — a(x" + x"), ax'x", d’où 
PE règle suivante. vs 
_ Rècze. — Pour former une équation du second 
"4 deg ofé admettant pour racines les nombres x' et x”, 
on enr arbitrairement le premier coefficienta;le 
second coefficient est égal au produit de — a par 
la somme ‘des racines x’ x" et le dernier coeffi- 
Ë _cient est égal au produit de « par k produit des 
, puces ET. BE | 
. Dans le cas pue Ouest" l équation que 
J'on obtient est : | | 
















a(x—x}=o 
2 CN | 2 
ax 247 x + ax 0, 


double x—x'; cette racine est regardée comme 


E l’on Hotte aisément qu’ ’elle admet la racine pie 
| double Date a “elle annule doublement V “Res 














racines. — Nous allons démontrer que, pro | 
ment, si l'on donne a priori une équation d 0 
second degré : : 
ax? 1e bx+c—=o, | 
a 2 Eh: 
admettant des racines, que l’on dép nl par "2 Fr 
_et x”, les coefficients b et c sont donnés par les for- 
mue $ Vies 














Pet +7") 


s | c—ax! æ”. 


Ceci revient à dire que l'équation donnée est 
_ identique avec l'équation que nous savons former ES: 
ayant même premier coefficient a et admettant les. 


mêmes racines x’ et x”. 
La vérification est facile; on a : 


pr — D + VE — sac 
24 : 


" — b— ÿb?— Lac 
CEA PRES NOIRE —:  HRRE 


EUR 





2a 
SR d’où, immédiatement : PET | 5 
| a (x! +a)=— 

On a d ailleurs : 7 HE HS ; 

ga EP EVE — ac) CSN a 
| Ta 1 ENS 
PE a) ns 

ie ie CSS f 


La vérification est donc complète ; elle subsiste 


Les 


dans le cas où æ=—24", c'est-à-dire où &— act 
est nul. Ë 





ar Ne WT 






TIONS DU SECOND DEGRÉ 
On en conclut que deux équations du second 
degré ayant les mêmes racines ont leurs coefficients 
proportionnels; car, si l’on désigne par a’, db”, c’, les- 
coefficients d'une autre équation ayant aussi pour 
racines +’ et x”, on a : 
b—— a {x + x) 


c! —= 4 Es Re 


\ " 


d’où l’on conclut : 





Réciproquement, si deux équations ont les coeffi- Ée 
cients proportionnels, elles ont les mêmes racines. 5 


_ 101. Signes des racines. — Les relations entre A 
_ les coefficients et les racines peuvent s’écrire : LR 
b | 
x'+ x = — - 4 
£ «a 
la" =° 
a 


ce qui s’énonce ainsi : 
Taéorème. — Lorsqu'une équation du second degré Lee 

‘ admet des racines, la somme de ces racines est égale Va 
au quotient changé de signe du second coefficient par 
le premier; le produit de ces racines est égal au Æ 
quotient du dernier coefficient par le premier. LS 
On peut déduire de là une règle permettant 
d'obtenir le signe des racines sans résoudre l’équa- Xe 
tion. En effet, si le produit des racines est négatif, 

. on peut en conclure que l’üne est positive et l’autre _ 
_ négative; si le produit est positif, les deux racines +5 
._ sont de même signe; elles sont toutes deux posi- 














“auc | 





Lines ou Foutee dee négatives suivant qes Lu 
somme est positive ou négative. KT 


Mais il ne faut pas oublier, avant de TT 
le signe des racines, de s ‘assurer d’abord que ces. 
racines existent, c’est-à-dire que bn — 4ac est positif 
(ou nul). On peut d’ailleurs, à ce sujet, faire de te 


portante remarque suivante : dans le cas où Cest * 
2 V2 


négatif, c et « sont de signes contraires. d’où lon 
2 2 : 


Ses que {ac est aussi négatif; 1l en résulte que À 
b?— 4ac est forcément positif, puisque b? et — 4ac : à 


sont positifs. 


102. Cas où « est nul. — Nous venons d’ sil 2% 
les cas où le coefficient à du premier terme n’est 
pas nul; pour nous rendre compte de ce qui se 


passe quand il devient nul, supposons d’abord qu'il 


* soit érès pelit (voir p- 155) et considérons par fixer. 25 
les idées l’équation : 


1 
1000 





ZX? + 2% — 3 — 0, 


La formule simplifiée donne : 


— 1H Vi 40,003 
0,001 < 


L == 


Or on a : n ? A 


V1,003— 1,00149... 


Les deux racines sont donc : i è 


ges es MOOHOURSS 
0,001 d'a 
— 1-—1,001/ | 

a = TI — __2001,49... 


0DDLE 

















mier Pre ets. en supprimant de terme en +? 
à ET lPéquation donnée; quant à la seconde racine, 
7 elle est très grande en valeur absolue. Si l’on avait 


À pris l'équation : De; 
se ——— 2 + or —3—0, FES 
LÉ 1 000 000 RS 
si s à , 4 ” < 22 
_ on aurait trouvé : D 
ee 21,699. ee 
IE | "== — 2 000 001,49... nd. 
| 3 Er 
be #h racine x’ se rapprochant de plus en plus de = et £ . 
Le valeur absolue de x” étant de plus en plûs grande. 
<e 


Fe On est ainsi conduit à conjecturer que lorsque Sn 
Je coefficient & devient nul, à restant différent de 

Ê zéro, l’une des racines devient égale à la solution 

3 de l’équation du premier degré : 15e 


% ‘bx +c—=o, 







et l'autre racine More en devenant infinie, 
_ c'est-à-dire devient de plus en plus grande en 


- valeur absolue à mesure que la valeur absolue de & À 
& _ devient plus petite. Il est aisé de justifier cette 
(F | conjecture en utilisant les relations entre les coeffi- D 
É cients et les racines. En aussi Exercice 290.) : 










On a, en effet : ASS 


PV yas UE 
| a 


ner | M 
&: 


i a devient nul sans que & devienne nul, la 





(c’est-à-dire d'a autant ne pa en valeur ab olue 

que a est plus petit). | Fa Les 
L'une au moins des racines devient done trè 

grande en valeur absolue. DE 
D'autre partona: 


et, par suite, en écartant le cas où € serait nul, 
auquel cas. l'équation a visiblement une racine 
nulle : | 


g'+ x" 
DR. 


c’est-à-dire 


Jin ERP donc pas possible que x’ et x’ veut re 
tous les deux très rs en valeur absolue : sp 













c'est-à-dire. que : x’ se rapproche 








ee 
FC ? 


‘à DRE; 


&: à mesure des a se hs de zéro. Pas Fi 








Dans le cas où 4 est if en même temps que a 
r équation se réduit à : | 















+40 


et si ce n’est pas nul, n’a aucune racine. On voit 
‘4 = aisément que, dans ce cas, les deux racines devien- 
# nent infinies, c’est-à-dire AO UE d° autant plus grandes à 
en valeur ice que a et b sont plus petits, car 


ee ù 4 
Jeu produit s devenant très grand en valeur 


absolue, lune au moins est très grande, et; las 
. somme : 

sep : 
+ RER E 
= devenant très De en valeur absolue, on en con- 
_ clut que l’on ne peut pas supposer qu'une seule des 
: _ deux racines x’ et x” soit très grande ee 
Enfin si a, b, c sont nuls tous trois l'équation est 


AS Prieur Madnie. TS 

_- 103. Résumé de la discussion. — On so 
résumer les deux paragraphes précédents dans le 
tableau suivant: _- 











DISCUSSION DE L'ÉQUATION 
4 : ax? + br + c—o. 


2 racines, l'une positive, l’autre négative. 


b re El 
me > 0; 2 racines positives. 









2 — fac > 0 b 
mr, racines négatives. 


C 
PR 


B2— hac—o 1 DE à double æ — 2. 


b?— hac Lo pas de racines. 


$ 2e D 
c—0o; 1 racine nulle; 1 racine-égale à ve 











À 3 \ 
0 Fr. 


. . . . , Us 
1 racine infinie. 1 racine égale à 


ee — hs 
b AR 


2 racines infinies; équation impossible, 


_ 


III. ÉTUDE DU TRINOME DU SECOND DEGRÉ 


SN SAS NA) ; EAU ; 
104. Définitions et notations. — On donne le 
nom de trinome du second degré à l’expression : 


ax? + bx Le, 





| ese ‘expressions : $ premier AS, etc., ont le même 

| sens que pour l’équation du cond degré. Nous 
_désignerons fréquemment le trinome par y; c'est- 
_  à-dire que nous poserons : 


| y = ax? + bx + 0. 


Nous le désignerons aussi quelquefois par l’une 
des notations f(x), F(x), o(x) [que l’on énonce : petit 


de +, grand F de x, © de x]. La lettre fest la pre- 


mière lettre du mot fonction et les notations f{x), 
sont employées pour désigner une fonction de x. 
L’ avantage principal de cette dernière notation est 
le suivant. Si l’on pose : 


fl 2) = ar + ba 6, 


_ et que l’on remplace dans le trinome x par une 
autre lettre, ou par un nombre quelconque, le 
résultat obtenu sera désigné en remplaçant la 
lettre x dans f(x) par cette lettre ou par ce nombre. 
Ainsi, l’on à : | 


f(a) = ar? + bz+c 
fh) AN ok ce 
10) —1004 + 10b+c 


f 

f(— x) =a—b+e 

f(cos = « cos y + b cosy Le 
f(tgu) AR HMEN-PA-C: 


Dans l’étude du trinome du second degré, 1l va 
_ souvent lieu d'introduire les racines de l'équation : 


ax? + bx + c—=o, 


_ c’est-à-dire {es racines de l'équation obtenue en éga- 
lant le trinome à zéro. Nous dirons, pour abréger, 
« # / » 
































que ces racines sont js zéros du trHIOES et nou 38 


les désignerons généralement par x’ "et FACE 
Lorsque: l’on a : 


b?— Lac < 0, 


























le trinome a deux zéros distincts, si : 


b?— Lkac—=o, se 
le trinome a un zéro double; enfin si l’on a : 
b? — hac < 0, 


: le trinome n’a pas de zéro. | 
Dans l’étude du trinome, nous supposerons essen- 
tiellement que le coefficient a du premier terme n’est 
pas nul, de sorte que les cas précédents sont les 
seuls qui puissent se présenter. 
105. Formes canoniques du trinome. — Nous 
donnerons le nom de formes canoniques du trinome à 
à des formes particulières que l’on peut donner au 
trinome et sur lesquelles ses propriétés essentielles 
sont mises en évidence. Nous obtiendrons une 
forme canonique générale, qui donnera trois formes 
particulières, suivant que le discriminant est négatif, 
nul ou positif. Nous ne nous appuierons pas sur 
les résultats obtenus pour l'équation du second … 
degré, de sorte que nous arriverons par une autre . 
voie aux résultats des n° 96, 99, 100. e 

° Forme canonique générale. — On a » puisque ES 
242 as suppose que & n’est pas nul : È 

















: 1. D'une manière générale, on appelle zéros d’un polynome (ou . 
d’une fonction quelconque) les racines de l'équation obtenue en 
ee égalant à zéro ce polynome (ou cette fonction). 








 TRINOME Du SECOND DEGRÉ 


ax . ae PR dy 


c’est-à-dire : 
EH B\2 b—"fac 
2 dns nt NE TE D D 4 
(1) ax +ieteal (++) Le | 


Telle est la forme canonique que l’on peut tou- 
jours donner au trinome : le trinome est égal au 
produit du coefficient a de son premier terme par la 
somme du carré d’une fonction.linéaire de x, dans 


laquelle le coefficient de x est égal à 1, et d'une cons- 


tante. Ce résultat joue un rôle essentiel dans l'étude 
de la représentation graphique du trinome, comme 
nous le verrons bientôt. 

2° Cas où le discriminant est négatif. — Suppo- 
sons que l’on ait : 

b? — 4ac € 0, 

c’est-à-dire : " 
kac—bh>o, 


il existe alors un nombre positif m2 vérifiant la rela- 


tion : 
9 4ac =—— b? 
m ra 


et {a relation (1) peut s’écrire : 
: - 2 
(2) a+be+e=el (++) +m| 


Le trinome est alors égal au produit du coefficient 
_ a de son premier terme par la somme de deux carrés. 
Il est clair que, dans ce cas, le trinome ne peut pas 
s’annuler, car un carré est toujours positif; la somme 


de deux Ho nbre positifs ne peut être nulle que 












s Ho sont Site tous Es etici n° ne sat xrai 
3° Cas où le discriminant est au 
T on a : 

















b? Te ACER O, - ; ne ÆS ke: 
la relation (1) devient: PREMIER 
(3) _ dx + br+e=a(x+ 2) FR 
6 ou, si l’on pose : | 
ns: ES r 


L2 


6 AA Ste net ie 


Le Cas où le ab est positif. — La or. : 
mule (1) s’écrit alors : Ses! 


LR CAE E FA ë nr 
Der at+ir+ea|(x+) Er 
: 24 er 


Nous avons entre crochets la différence de deux Le 
_ carrés; nous pouvons les décomposer en un pie 
duit de deux facteurs par la formule : 


A2 B?—(A+B)(A—B) 
Nous obtenons ainsi : | 
res “148608 de ax? + br + c 


( bp is) ( LUS ie Fe 
LATIN TOR € Tr 341 Fe 














Dome 4 AA D À — TX + — 
ve 24 M 24 





y _—b+ V0? — hac 





nues. 





















; _cette formule devient : : 


#26 Il n’est pas inutile de réunir dans un tableau les 
_ diverses formes canoniques que nous avons obte- 


« 


a+ bx + CE Late — x") (x — x”). 





TABLEAU DES FORMES CANONIQUES DU TRINOME 


\ ar? + bac. 


% 


1° Forme gé- 


SAONE hu 
nérale. G) | IU+5) ha? [ 





RC 
(2) «| (x+2) 4m |: 
9° b2— Lac<o 
en posant DELL Eee A 
x 34 ha? 

B\2? 

(3) a (z +- + à 

3 b2—fKac—0o (3)' a(x — z'}. 

| [en posant æ'— — _ $ 











4° b2— 


hac>>0o|°n posant : 

Nb VB? — Hac 
TE , 24 

RUE b = V82 — hac 


24 





Ÿ=< 
ra 


LaenÈne RARE at re PR PEN Et CRU 
ere MS nd EE SLT, ET HET LE 































tableau, la résolution et la discussion de 'équion 
du second degré; mais ilest inutile d'y revenir. 
_106. Signe du trinome. — Il est souvent utile de. 

connaitre, sans être obligé de faire aucun calcul, 
à le signe que prend le trinome du second degré 
_. pour une valeur quelconque de x. On y parvient 5 
aisément par la considération des formes canon 
ques. Dans le cas où le trinome n’a pas de zéros, 
il se met sous la forme (2); quel que soit +, la quan- me 

-tité entre crochets est positive ; le trinome est donc 

du signe de'a, c’est-à-dire du signe de son premiers 

terme. Dans le cas du zéro double, on voit immé- 

_ diatement sur la forme (3) que le trinome est du 
Re de a, à moins qu'il ne soit nul, ce quia lieu 

| pour &— 4". 4 

| HU DPUeSS enfin qu il y ait deux zéros distincts. ee - 
æ' et x”; nous avons Ja forme canonique : : 





(4) ee 7). RE : 
supposons, pour fixer les idées : | £S 
; Se L ee 


LR] 


On peut alors faire trois hypothèses relativersent 
HAT ee à est inférieur à æ'. où bien compris entre 
x’ et x”, ou bien supérieur à 2”. à DE 

o Si l’on a : | 41 
CU D 
_ on a, & fortiori : 
x a Te 








| “leur produit est Le ete et Fe produit (4) est du 
| none de a.' 
2° Si l’on a : 


Er EE, 


le facteur x — x” est positif et le facteur x — x” est 
P 


négatif, le produit (4) est alors de signe contraire 
à celui de a. 


7 [7 
3° Enfin si x est supérieur à +”, les facteurs 


z—x" et x— x sont tous deux positifs et le pro- 
duit (4) est encore du signe de a. 


Il résulte de cette étude des divers cas possibles 
le théorème fondamental suivant. 


TaéorèmMe. — Le trinome du second deg cré est du. 


_ méme signe que son premier lerme, up dans un 





Cou RÉ TCRAME 
#1 Ç 


cas unique, à savoir lorsque, le trinome ayant deux 


_ séros distincts x’ et x”, la valeur donnée à x est com- 
prise entre x' et x". 


107. Inégalité du second degré. — Le théo- 
rème précédent permet de résoudre aisément l’iné- 
galité du second degré, c’est-à-dire toute inégalité 
de la forme : at 


ax? + bx + ce > o. 


Étant donnée une telle inégalité, nous appelle- 


rons équation correspondante l'équation : 


À 
ax? + bx + c = 0, 


que l’on obtient en remplaçant le signe > par le 
Done 
Nous distinguerons trois Cas : 
10 L’équation correspondante n’a pas de racines. 


Dans ce cas, si à est positif, l'inégalité proposée 
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est toujours np si a cest négati es 
_ jamais vérifiée; LE TRS 
. 2° L’équation correspondante a une racine double. | 
- La conclusion est la même que dans le cas précédent | ei. 
sauf que, pour la valeur de x égale à la Run 
| l'inégalité SC transforme en égalité ; Le 
3° L’équation correspondante a deux racines dis- 
‘tinctes, que nous PR LE re L'ET TE sup- 
posant à <[ x". : 


Dans ce cas, si a A tre il faut que l'a ait. e 
Dar Ê 












Lo 


ou bien : x L x’- 


ou bien : x > x” 
et si a est négatif, il faut que l’on ait : 


LA Te 










LA 





On traiterait de même le cas de l’inégalisé 3 LT à 






= RE ent A 






peut s’écrire : 


\ 


; — ax — br —cY>o., 





Remarque I — Pour distinguer la plus grande 
des deux racines a et x” il PL avoir soin de are 


—b+Vb— ac ae 
24. 


A 


NY 74 














ae, 1 ns » 


n 


LA | ide 


CAE À 


négatif, on à : 


rieur à 2 (1l serait absurde de dire que x doit être 


_ramenée à la discussion de l'inégalité du second 


tion de l'inégalité du second degré : 





DR Par 0 — b? — Lac 


24 24 
car, alors, en multipliant par a les deux membres 
de l’inégalité, on doit changer les signes. 
Remarque II. — Dans le dernier cas traité, il 
est essentiel de remarquer que l'inégalité du second 


degré est remplacée, tantôt par une double inéga- 
lité avec alternative : 


ou bien x < x! 


: 0 
ou bien x > x”, 


tantôt par deux inégalités simultanées : 


FE < x! Lx< Ds ? “ à 


On ne doit pas confondre ces deux cas. Par : 
exemple si = 1 et x”— 2, dans le premier casil 
faut que x-soit, ou bien inférieur à r, ou bien supé- 


a la fois inférieur à 1 et supérieur à 2), tandis que 
dans le second cas il faut que x soit compris entre. 
1 et 2, c’est-à-dire à la fois supérieur à 1 et infé- 
rieur à 2. 

La discussion de nombreuses inégalités peut être 





degré. (Voir Exercices 301 à 305.) 


On peut résumer dans le tableau suivant la solu- 

















RÉSOLUTION DE L'INÉGALITÉ 











ax? + bt+cy%>o. 
a>o a <<0 a. 
TT 2 
< Inégalité toujours véri-|I is JP) 
b2 — bac € 0 Yi J Si h: jamais véri RER 
Id., se qu'elle se trans-|7d. AE ellesetrans- —'Ea 


forme en égalité pour {or 
DR o 8 P me en égalité pour 


| 6 b 
LE —, TZ —. 
2a 24 





Inégalité vérifiée si l'on[Inégalité vérifiée si l'on 













a ou bien : a à la fois 
z< x dE D | 
ou bien : 
TT. 
on pose : LS on pose : 
b?— hac > 0 M du Ds 
: y = Th NA hoc vb VE = as | 
% 24 ARS 22 TPE 
"" 24 ‘ ; 
et l'on a: et l'on a: 


æ!< x". | 2! €" 


109. Comparaison d’un nombre donné aux 
racines d’une équation du second degré, — Ona 
souvent à résoudre un problème qui peut être 
regardé comme inverse de celui que nous venons. 
- d'étudier; c’est le suivant : étant donnée une équa- 
on du Dr degré : 


fic dde pa 


» 
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on connaît le signe de f(m), m étant un nombre 


donné; que peut-on en conclure relativement à l'exis- 
tence des racines et à la grandeur relative de m et 


de ces raciñes dans le cas où elles existent? Le 
nombre f (m), défini par la relation : 


fin) = am? + bm + c 


est ce qu'on appelle le résultat de la substitution 
du nombre m dans le premier membre de l'équation 
proposée. Nous distinguerons deux cas suivant que 
ce résultat est de signe contraire au coefficient à 
du nee terme, ow est de même signe, 

° Supposons d’abord que a et f{(m) soient de 
Le contraires; nous pouvons exprimer ce fait en 
écrivant que leur produit est négatif; le cas que 
nous étudions est donc caractérisé par l'égalité : 


af(m) < 0. 


Il suffit de se reporter au tableau de la page pré- 


cédente (ou au théorème de la page 225) pour con- 


: stater qué ce .cas ne peut se présenter que lorsque 
l'équation proposée a des racines et que m est com- 
pris entre ces racines; car dans tous les autres cas 
le trinome premier membre prend le signe de son 
premier terme. On a donc le très important théo- 
rème suivant : 

THéoRËME. — Lorsque le résultat de la substitu= 
tion d’un Certain nombre m dans le premier membre 
d’une équation du second degré est de signe contraire 
ai coefficient du prémier terme, on peut affirmer deux 
faits : 1° l'équation a des racines distinctes; 2° le 
nombre m est compris entre ces racines. 

















ee 


# 











rte 


cas où /{m)— 0, car m» est alors racine et l'étude 








nd Lies LAS = 


2° Supposons maintenant que l'on ait: 
af(m) > 0. 


Plusieurs hypothèses sont alors possibles : l’équa- é 
tion proposée peut ne pas avoir de racines, où 
‘avoir une racine double différente de 77, ou avoir $ 
deux racines + et x”, m étant inférieur à la plus 
petite 2’ ou supérieur à la plus grande Le COTES 
l’on se trouve dans ce dernier cas, voici comment 
on distingue entre ces deux alternatives ; on remarque 
HIUE l’on a : 

















et que Fou nombre inférieur : a x’ est aussi inférieur 


b 
c’est-à-dire à — tandis que tout nombre 
a 


supérieur à +” est supérieur à ——. Donc, lorsque 

: 24 RS 
le résultat de la substitution de » a le signe de a, 
et que l'équation a des racines, il y a lieu, pour élu 


cider la position de » par rapport à ces racines, dé - 
ct ET Ds 


“ . | . J b HE 4: €, 
comparer »2 à la demi-somme de ces racines — et SES 


m est inférieur à la demi-somme, on peut affirmer 
que m» est inférieur à la plus petite racine, et sim | 
est supérieur à la demi-somme, on peut affirmer ae 
que » est supérieur à la plus grande racine. : a. 

Nous pouvons résumer la discussion précédente … 
dans le tableau suivant, où nous laissons de côté le” 


de l’équation est aisée. 








= COMPARAISON D'UN NOMBRE »m AUX RACINES : 
DE L'ÉQUATION 


An th Lao 


HYPOTHÈSES CONCLUSIONS 

























L'équation a des racines 
et »# est compris entre 
ces racines : 


BOT MELLE, 


af(m) <'o 





L'équation n’a pas de ra- 
cines. 


B2 — kac Lo 


L'équation a une racine 
double x’ et l’ôn a : 


m = x". 


L'équation a deux racines 
z' et x”; l’on a : 





; L’équation a deux racines 
! /! ? ° 
m>— = æ' et x” et l’on a : 


ad La Lm. 


109. Application à la discussion des équations 
du second degré. — Les résultats qui précèdent 
: _ permettent de discuter les équations du ‘second. 
=: Rue au moins dans des cas très étendus. Nous 
Æ _ allons montrer sur des exemples quelle marche on. 
- doit suivre dans une telle discussion; c’est par 
‘étude de ces exemples et par la résolution des 
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exercices qui sont indiqués : à F fin LE Reste que ï 
l’élève arrivera à savoir conduire par lui-même une 


discussion du second degré, bien mieux quil ne 


pourrait le faire en apprenant de nombreuses 
règles verbales; nous avons réduit au strict néces- 
_saire-les résultats qu'il importe de retenir. Ces 







résultats résumés dans les tableaux ne doivent d'ail: 


leurs pas être appris par cœur, mais bien compris 

et fréquemment appliqués; l’élève arrivera ainsi à 

les possédez sans crainte d’erreur de mémoire. 
Observons, à ce sujet, que le tableau de la 


page 231 comprend, comme cas particulier, la diss … 


cussion faite page 218 sur le signe des racines de 
l'équation du second degré; il suffit en effet d'y. 
supposer #—0o pour obtenir les résultats sur les 
signés des racines; /{m) se réduit alors à c et le 
produit af{m) a le signe de ac, qui est le même que 


lé signe de =. Le tableau de la page 231 suffit done 3 


complètement, dans le cas où a n’est pas nul, à la 
discussion de l’équation du second degré ; il importe 


de le bien posséder, mais il est inutile de se charger. “4 2 


la mémoire d’autres résultats ; dans le cas où à est 
nul, on recourra au tableau de la page 218. Il 
pourra être utile de se servir aussi du tableau de 
la page 228, mais il faut observer qu’il ne renferme 
rien qui ne soit dans celui de la page 231. 
ExempLe I. — Discuter l'existence et les signes S 
des racines de l'équation : 


(+ 3)2x+o(ol+i)x+itbi=o 


Le discriminant de cette équation est (en utilisant 













ne D DD LS) 
AN hi 81 — 15 
= 3) — 4 — 14. 


; Ce discrimiant s Aule pour les valeuts : 


= Ve à se . 


+3) +5), 


je ion dont les zéros sont — 3 et He quant àla 4 
, somme elle est : ROUE \ 









I « £ … | e ; . co 1 fr. me u & PE a ’ 
Fa X et }”. Pour faire cette comparaison, on 















pourrait calculer} et À” à un dixième près; il a 
en général, plus simple d'utiliser les résultats du 
paragraphe 108. de Li, FPS 
_ Posons : | | 
D = F(}) = 32 — 41 — 14. 


F(—5)=3XxX25+4xX5—14>0 
F(=3)=SX9 AXIS 


ss At 1 1 PNR 
FE) = ir > Li 


> 





On remarque qu'il est inutile 1ci de calculer’ com- Pa “à 
_ plètement F(—5), ete., pour en connaître les signes. 


Comme le coefficient de X dans D« est positif, Ta : 





2 


_sont certainement inférieure at (ils ne peuvent : 
pas être supérieurs à À” > puisque À" est supérieur Te 


I 
AT où aurait pu observer aussi que À” € 









- positif; en tout cas il est ici inutile de comparer 
_  —5 et —3 à la demi-somme, et il y a lieu de ë 
D Sépargner tout travail inutile). 1. valeurs remar- es 







nous pouvons former le tableau suivant!) TA 


: . Dans ce tableau, on aurait pu se dispenser d'indiquer les 
C7 re de P et S dans les intervalles où D est négatif; mais il “ 
He) avantage à écrire chaque colonne verticale sans s interrompre 
on va ainsi bien plus vite et on se trompe moins. 


CONCLUSIONS 


- 


+ [Pas de racines. 
Pas de racines. 


Pas de racines. 


HAS T) x 
ACER 2 


DT O 
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Dans une première éolonne.. noûs ‘avons rang 
par ordre de grandeur les valeurs remarquables 
de À; dans les trois colonnes suivantes, nous avons 
ions les signes (ou les. valeurs particulières 
o et æ ) de D, P, S pour ces valeurs remarquables 
et dans les intervalles qui les séparent; enfin, dans 
la dernière colonne nous avons indiqué les doRote FF. 
sions auxquelles conduisent les résultats des. trois 
colonnes D, P,S. 

ÉxeueLx 11. == Combien l'équation 


ee 


5 cos x =— 19 cos *+13—0 


fournit-elle de valeurs acceptables pour cos xP 

Pour qu’une valeur trouvée pour cos & soit accep- 
table, il est nécessaire qu’elle soit comprise entre 
— 1-et 1, Si nous posons : 


= 
— 


COS — y 
[y DEN TIME 


il s’agit de savoir combien le trinome flo) : à de De 
zéros compris entre — 1 et1. Orona: 
f(—1)=5+1i9g+13%>0o 
f{i) =5—19+13<0, 
f{a) étant négatif, alors que le coefficient de yÿ° dans 
f{y) est positif, on peut afAr EE que f{y) D à 
deux racines distinctes y’ et y” et que l’on a : À 


VEINE 


d'autre part /(— 1) étant positif, on en conclut que 
— 1 est inférieur à y’, car —1 ne peut pas être 


Me br , £ É | 


e 
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a donc : D 
—1<y Li<}y 
et la solution : 


cos x — y" 


est la seule solution acceptable pour cos x. L'équa- 
tion proposée fournit donc une solution acceptable 
pour cos x. On a d’ailleurs : 


hi — 19 — 361 —#200 19-101 


10 10 
Exempe III. — Discuter l'équation : 
(À + 4) sin?x — 2 (À+3)sinx ++ 1—=o. 
 Posons : 
La) = + 4} — 20 + 3)y ++ 1 


Nous aurons : 


D=(i+3}—(+4) D +i)=21+5 
OH4)fCi)= (+4) (+ 11) 
A +4 /)=— +4). 


. Les valeurs remarquables de }, rangées par ordre 
de grandéur, sont donc : 


— 5, ea à 





et l’on peut former le tableau suivant : 



















AIS) af (x) : coneuustons é 








+ + [Pas de racines. 
—7 5 0 Racines égales y'=— y" — 2. 
+ + | + i<yey 


RS 1 3 
2 


a — 


Eh () 0 | + y'— ve 





JETTA 
—— mA aps) — y =—1 D'lese EX 
| did + A FE 









sért 


Dans l'intervalle —5, —4, on aurait pu se 
demander si les racines y’ et y”, au lieu d’être toutes 
deux supérieures à 1, n'étaient pas toutes deux com- 
prises entre —1 ie 1 ou toutes deux inférieure: 
à — 1. Pour lever ce doute, la méthode régulière 

consiste à comparer — 1 et fe 1 à [a demi-somme 
Do A+3 : | 
Fe ETES 
1 +3 


RAA 


car À + 4 étant ici négatif, ceci revient à : 


+ 


XLR 


cul ARR à s'appuyer sur des const der 
tions de continuité, que nous ne POUVOIRS déve- 
lopper i Ve FRS + 

En résumé, on voit que le sinus” devant être 
compris entre —r et + 1, l'équation proposée ne 














cette étude, en commençant par le cas particulier 


-_ est égal a I. 


our Du "SRCOND DEGRÉ. 





à ÉStenit aucune valeur acceptable pour sin x tre 


se en fournit une seule lorsque 





A BaT inférieur x — 
4 
— II 


de. 





À est supérieur à 


IV. VARIATIONS DU TRINOME DU SECOND DEGRÉ; 
REPRÉSENTATION GRAPHIQUE. 


110. — De même que nous avons fait suivre 
l'étude de l’équation du premier degré à une 
inconnue, de l’étude des variations de la fonction ‘ 
linéaire ax + b, il est naturel d’étudier les varia- 
tions du trinome ax? + bx +c; nous allons faire É 


où les coefficients D et c sont nuls. ÆS 
Nous allons donc étudier la fonction ax?, en com- 
mençant même par supposer que le coefficient a 


1i1. Variations de y—41*; représentation gra- 
phique. — Nous nous proposons d’étudier les varia- 


tions de la fonction y définie par l’équation : 


(rx: Hd. 


Supposons d’abord æ négatif et très grand; en 
valeur absolue y est alors très grand et positif; par po 
exemple, si x—— 1 000, y == 1 000 000. Lorsque x 
croit en restant négatif, c'est-à-dire prend des 
valeurs négatives dont la valeur absolue est plus 


petite, y décroît; par exemple pour 43—— 10, 
Y—=100; pour ——2, y—4; pour Z—=—1, 
I I 

Y—=I1; POU L———, y——. 


10 100 














positives de plus en plus grandes, y prend aussi. 


résumé, on peut former le tableau suivant : 




















On voit que y se rapproche de zéro en même L 
temps que Xj pour 40, on a HSE ON ensuite, : 
x continuant à croître pour prendre des valeurs 


des valeurs positives de plus en plus grandes. En 


x | —o 0 | ; + 00 


y | +o positif, décroit 0 positif, croît re 





PE {fonction y est LE ia 
croissante dans l’inter- ; 
palle (— , 0) et crois- % 
sante dans l'intervalle 
(o, +2 ). Ke 

pas effectuer la re- 
présentation LE 
des variations dey,tra- 
cons deux axes rectan= 

Fig. 4. gulaires Ox, Oy (Eg, 34). 

et choisissons une unité 

de LÉREUUUE OB Nous avons construit les points 
A, B, C, D, A’, B’, C’, D’ dont les abscisses sont : 





1 3 I 3 
2? ï, 2° 2, ant PNA PPT Te 


Les ordonnées correspondantes doivent être 


AM — BN =: CP—? DQ—4 


I 
L 3 TES 
I 


AM, BN=1, CP=Ÿ, D'Q=4 


Ï * re “ 
En réunissant par un trait continu les points Q/, P', 
. - % PA: 


= 





_ nir P’ en abaissant 


de P Ia perpendicu- 





> 
ra 

o 
% 
È 


"+ 


EE. 


b-. 
E 
=. 


J 


à 
É 





d’une longueur IP’ 
PE On exprime 


N,M’, 0’,M,N, P,Q, on obtient une courbe telle que 
nous l'avons figurée ; cette courbe devrait être pro-. 
Jongée au delà des points Q et Q’, mais les dimen- 
_ sions forcément limitées de la figure ne nous per- 
_ mettent d’en représenter qu'une portion. 





On remarque immédiatement que les ordonnées 
DL: C'P’ qui correspondent ? à deux abscisses oppo- 


ie sées, OC, OC sont égales; la droite PP" est donc 


… parallèle à à Ox; cette droite PP” est donc perpendi- 
_ culaire à Oy et de plus le point I où elle rencontre 


 Oyest le milieu de PP’ Rpieque O est le milieu de 


CC’. On peut donc, 


connaissant P, 4e > 


lire PI sur Oy et 
_ prolongeant cette 
perpendiculaire 


ce fait en disant que 
P’ est le symétrique 


CEE jo rapport à 





e Fig. 35. M 
oime ce raison- : 


_ - nement s'applique à tout point P de la branche 
_ OMNPQ, on dira que la branche OMN'P'Q" est 


symétrique de OMNPQ par rapport à Oy. La courbe 


est donc formée de deux branches symétriques 


l’une de l’autre par rapport à Oy : on dit alors que 
_ cette courbe admet Oy comme axe de symétrie. 


Nous allons étudier d’un peu plus près l’allure de 
la courbe; soit M un point de la courbe (fig. 35); 
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pente de OM, égale au quotient de l’ordonnée de 


et la droite, telle que OR, se rapproche de plus en 


joignons-le au point O. nil sera Ta. Sont FT OM? 
Si l’abscisse de M est x, son ordonnée est 4°; la 


M par son abscisse donc est égale à x. On voit 
que cette pente est très voisine de zéro lorsque x 
est très petit; donc lorsque M se rapproche de O, 
OM tend à se confondre avec Ox; de même lorsque 
æ devient très grand, la pente devient très grande 


plus de Oy. Ces. remarques permettent de se rendre 
compte que l'allure générale de la courbe est bien 
celle que l’on a indiquée. 





112. Variations de ! y—— 2? et de y—= a « — + 


nn 


Considérons maintenant la 
fonction : 


y = — x? 


Traçons deux axes Ox, 
Oy, choisissons une unité 
de longueur OB, et traçons 


figurerons en pose (fig. 4 
36). | 
Soit À un point quel- 
conque de Ox; à ce point 
À correspond le point M 
dont l’ordonnée AM—=OA2. . 
. Quel est le point de la … 
courbe y —2* qui corres= 
pond à la même abscisse? C’est un point M’ dont 
l’'ordonnée AM’ est négative et a pour valeur abso- 
lue OÂÀ?; donc M' est s ymétrique de M par rapport 2 
à Ox; à une même valeur quelconque de x corres= | 





Fig. 36. 


la courbe y— x? que nous 
(] q 






s 
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pondent dans les courbes y — 4° et y—— 2 des 
ordonnées opposées. On obtiendra donc la seconde 
courbe en construisant la symétrique de la Fi 
_. mière par rapport à Ox. 


| 





On peut faire le tableau suivant des variations de | 





la fonction y —— 2°: : 
æ | — © | Es DES + co 
y | — © négatif, croît ( négatif, décroit . — © 


Considérons maintenant la fonction définie par 
F HAUCn : 


. 
Ya Ax, 
dans laquelle a désigne une constante positive. 

Il est facile de voir que la courbe qui représente 
les variations de y est tout à fait semblable de forme 
a- celle que nous avons étudiée y—2x*. On peut 
même aller plus loin et montrer que ces deux équa- 
tions seront représentées par la méme courbe, si 
l’on choisit convenablement les unités de longueur. 
Proposons-nous, en effet, de construire la courbe 
représentée par l’équation : | 


22 2 
VEIO x, 


l’unité de longueur étant le centimètre; on remar- 


quera que l’on peut écrire cette équation : 


1OUE— (0) 


; . 2 
S1 nous faisons æ—nous obtenons 107—= 2; 


LUE pv Yes 














let ; Le get LR Page FERA TE 
Donc au point d’abscisse re de centimètre, 


c’est-à-dire 2"", correspond une ordonnée égale à 





CA: de centimètre, c’est-à-dire à 4, On verrait de + 
10 2 


: 3 5 | 
même qu'aux abscisses —, 4e — correspondent ds * 
10° 10° I0 a 
re \ 16 25 - TT SAN NNPNRISERESS 
ordonnées égales à 9 —, —, En sorte que, s1 l'on 
10° 10° 10 


construisait la courbe correspondant à l'équation DT 










Vie 





en prenant le millimètre comme unité de longueur, 
on obtiendrait la même courbe que si l’on partait x 
_de l'équation : 





— 2 
y — 10%, 5 





et que l’on prenne le centimètre pour unité de lon=- "> 
gueur. ee 

Les courbes que nous avons obtenues et qui. ne 
diffèrent que par l'échelle à laquelle elles sont tra= 









cées, ont reçu le nom de paraboles. - E 
11 à Variations de trinomes à coefficients numé- 

riques- — I. Soit le trinome : à 
(x) Y—=—2X +3. 


Si nous construisons la parabole représentée par a 
l'équation : - ER : 


(2) y —=— 22°, 1. 77e CRE 


nous voyons que la courbe (r) diffère de la courbe 
(2) en ce que, pour chaque valeur de x, l’ ordonnée 
| y est augmentée de 3. Sur la sente 37, où l'unité 4 





ET PE MT 
FR 4 





 dée se déduit de 
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de longueur est OA, nous avons tracé en pointillé 


la courbe (2); c’est la courbe SROOMNP ; la courbe 


(1) s’en déduit en augmentant de la même longueur 


3 les ordonnées de tous ses points; on obtient 


ainsi la courbe S'RPO'MNQ, les segments SS’, 


RR', PP’, O0’, MM’, NN’, QQ' étant tous égaux à 3, 


; Déailèles et de. 


même sens; la 
courbe tracée en 
trait plein qui est 
la courbe deman- 


la courbe auxiliaire 
en pointillé par une 
translation paral- 
lèle à Oy. 

On peut suivre 
une marche un peu 
différente ; prenons 
O0’=—3, et traçons | 
O'x’ parallèle à Ox. 





—…. 


Si nous prenons ÿ \ 

les axes x'O'y au ; 

lieu des axes xO . 
CE Fig. 37. 


_on voit que les ab- 


scisses des divers 
points ne changent pas, mais que les ordonnées 
sont diminuées de 3 (il faut remarquer que l’on a 


changé l'axe des abscisses; il en résulte un chan- 
_gement d’origine pour fi ordonnées, car l’origine 


des ordonnées est le point d’intersection de l’axe 
des abscisses avec celui des ordonnées). Pour avoir 


_ la courbe cherchée, il suffit donc de construire la 



























courbe : | 
y —=—924?, 
par rapport aux axes 2O'y. 
Par exemple, si l’on a : 
Ka ; 0'B'= 2 
A Es A BN'——4, 





É il en résulte : | | 
BN'—BB'+ BN'—3—4——1 


IT. — Considérons maintenant l'équation: és 


(x — 1}. | FT ve 


CRE 


Fe y = 


Nous obtiendrons une courbe qui se déduira de 
2 la courbe IEPICAEREES par l’équation : 





par. une tranélation parallèle à Ox; pour de ad _ 
* scisses différant de 1, on obtient ae ces deux & 
courbes la même ordonnée; on peut aussi changer é 
l’axe des ordonnées en prenant pour origine le 
_ point O’ de Ox dont l’abscisse est égale à r et pour à 
axe des ordonnées la PAR 0'y à Oz: 









__ lunité dé longueur étant 00° — O’A — AB ; la cobrbe 
ne cherchée est la courbe T'S'R'OMPQ ue 's en. 


MM — PP'— Ro ‘es 


umo etan ere 
LT Ë 


IN 
D 





‘et sous cette forme, on voit que co 
de la courbe : ee, LES 


1:32 
+ 4 + 


je 


SR par une double translation, parallèlement à 
à D. | ve 
Soit en effet (fig. 39) O le point. d'bsoe — : 

cet d’ordonnée — 1 et Mun point de la coute ch 


LA C-LCA OC CRE 
TAM—= A'A SAM Dress 


Pa relation : 





donne donc: Êr 
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der « A'M — O’A*, 
c'est-à-dire que ta COUuHe lien du point M est bien 
définie par l’équation : 


ANR 
=) 


par rapport aux axes Fans 

:Les relations que nous avons écrites sont d’ail- 
leurs des relations entre segments et sont vraies en 
général, comme nous l'avons vu à propos des chan- 
gements d’origine. 

En résumé, l'étude des trinomes à coefficients 
numériques conduit aux mémes courbes que l'étude 
de l’équation y— ax”; la position de ces courbes 
par rapport aux axes est seule changée et, dans 
_ chaque cas particulier, l’étude attentive de la figure 
fait connaître la position des droites O'x et O'y. 
Le point O’ est le sommet de la parabole; la droite 
O'y' qui, nous le savons, est un axe de symétrie, est 
dite l’axe de la parabole, la droite O'x’ s’appelle la 
tangente au sommet (cette dernière dénomination 
_ sera pleinement justifiée plus loin, p. 256). 
_ 114. Variations d’un trinome quelconque. — 
Pour étudier les variations du trinome 


(1) y = ax? + bx + ec 


et leur représentation graphique, le plus simple 
st d'utiliser la forme canonique générale : 


AT Her 
(2) y=a(r+ ee) ie 


On voit dès lors immédiatement, par des raison- 


} 
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_ à ces axes, la courbe représentative du trinome 























nements analogues aux précédents, que si l'on 
désigne par Ole point dont les coordonnées sont : 
b h Var tre 


“Caa "Ha | 
par O'x’, 0'y' les parallèles à Ox, Oy menées par 0", 
par +’ et y” les cordonnées d’un point par rapport 


ne différera pas de la parabole : 


« ! 
UE RES 


admettant O'y comme axe et O'x' comme tangente 
au sommet. Mais nous n'insisterons pas sur cette 
méthode, préférant développer ici l'étude directe … 
des variations du trinome (1) en utilisant la forme 
canonique (2). 

Pour étudier les variations de y d’après la for- 
mule (2) nous remarquerons que x ne figure dans 


- 


le second Denis que par l'expression (x + L sa) 


expression toujours positive, sauf pour x = TER ‘€ 
2a? Ü 


valeur qui l’annule. Si à est positif, le PRE 
2 
a(z+ 2 est donc toujours positif ou nul; il est 


négatif ou nul lorsque a est négatif. Il en résulte 
que, lorsque «a est positif, y prend la plus petite 
valeur r possible ou, comme on dit, atteint un #2inimum 
D ; 
absolu, lorsque x est égal à —— ; au contraire si 
24 | 


a est négatif, y atteint un maximum absolu pour. 


b x 
t——;}", cest-à-dire prend, pour cette valeur 
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+ 
+ 


ce + 


co — {J10199p J1J2.89U : 


JIOI9 


co + ‘yroio jrytsod 


{qyoao pnsod : 


‘you pisod : 


LP 


n]0$QD 

UNnUITDUL 
pt 

eu 201 


nJosqD 
UNnWUIXDUL 
Le 


njosqv 
WNnUTUTU 
ny 


eDET AU 


n]0sQm 
WnwUTUTU 
O 


n]0$90 
UnuUIUTU 
Le) 


{ qyouo ‘je gqu 


1J04199p 


7 


Le 


(4 


Che es 


£ co + 


éyrouogp ‘yrsod ‘ œ + 


‘qtousop ‘yrysod { 0 + 


{you ‘re sou 


€ 


AO rmpr 


D 


A — 20 


Dy 


20 — zq 


& 


+ (are 0 +29 + = f 


(S+e)o=0 +29 + em 6 














__ dans l’intervalle; de même y s’annule en croissant 





Es x, une valeur plus grande que pour toute autr 


dans le tableau de la page 291. 


au contraire ac — b? est négatif, y décroît de ie co É 




















valeur de x. 


Li 


b 
L'expression x + _ croît avec æ; lorsqu' elle ét 


positive, (x + F) varie dans le même sens, rest 


es 


b 
Les croît avec x; lorsque sp est négatif, 


sa valeur absolue ae lorsque sa valeur relative 


Eat nee x + 2) décroit lorsque x croit, si 


x se 5x est négatif. | | 
Enfin, suivant que a@ est positif ou négatif, le 


b Y | 
produit a(a Fa varie dans le même sens que 
b 2 . ie | 
x + > Ou en sens contraire. 


L'étude de la variation du trinome a été résuméé. 


Quant au signe du trinome, il a été dieu F 
au n° 100; on pourrait retrouver ici les résultats de. 
cette discussion, suivant le signe du minimum ou 
du »#2aximum ; par exemple si a est positif, et si 
4ac— b* est aussi positif, le minimum absolu est. 
positif, y ne peut donc pas devenir égal à zéro; si. 


À 


jusqu’à ce minimum négatif et par suite s annule 


de ce minimum négatif jusqu à + wo. FER 
Les principaux cas qui peuvent se présenter peu= 
vent être représentés sur les figures ci-contre 40 à 45 
sur lesquelles l’abscisse OA est égale à —L valeur | 
| Ç 24 STE 





Fig. 4o. Fig. Ur. 
a>0; 4ac—b 50 a>0 4ac—b—0 
4ac —- b? minimum nul, racine double, 
7 4a 
de racines. ES 


> 0; minimum positif, pas 








Fig. 42. Fig. 43. 
a > O0 4ac—b<O0 a 0 4ac—bP 50 
ue < 0 ; minimum négatif, 2 ra- ee << 0 ; maximum négatif, pas 
cines OM' et OM”. 1 de racines. 





Fig. 4h. | Fig. 45. 
a< 0, 4ac—b—0 a<0; 4ac—bB<0 
maximum nul, racine double, &ac — b? S 0; maximum positif, 2 ra. 


4a 
eines OM' et OM", 





LT 








cette expression reprend la même valeur, et par 
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TA ENS 


de + qui fournit le minimum et l’ordonnée AS à. 


4ac — b? b De 
OP Hs de y pour PTE S est le É 
sommet de la parabole. “LA 

REMARQUE I. — La valeur de (x + ) ne dépend 
que de la valeur absolue de x + = si l’on pose 


successivement : = 
b “ 


és a ii 












LTH——— 1, < 2 
: Due 


suite y reprend aussi la même valeur; on a donc la 
même ordonnée pour les valeurs suivantes de l’ab- … 
sCIsse : RS | 


| b Or 
“ L=— — + t 2. 15808 
: b s TT, 

med Te 

24 à 


c'est-à-dire pour des valeurs situées de part et - 
? 0 Ë a 
d’autre du point À (x: —— x a) de telle manière que : 


ce point À soit leur milieu. On retrouve ainsi la … 
symétrie déjà démontrée par rapport à la parallèle 
à Oy passant par le sommet. £ Re. 

Remarque Il. — Les zéros du trinome sont pré- … 


la parabole avec Ox. Lorsque la parabole est tan-®” 
gente à Ox, il y a un zéro double : les deux points # 


d’intersection se sont confondus. +4) 
119. Cas de la courbexr—"*. Identité avec la. 


f a 





2 x clair que l'on pourrait, au Dot d'écrire: 





Ne y= ax? + br + 0e, RES à É 

Hiécrire :- * : AS 

Ë F = ay? + by +c, 

_ c’est-à- HS échanger les lettres x et y; c’est une IN 

é simple différence de notation. Nous nous bornerons a 

au cas de la courbe : Dr. 
(1) Ty? : 

_ qui est analogue à la courbe : 10 

PET ee | | De 

_ sauf que maintenant c’est Ox qui est l’axe de 

_ symétrie et Oy la tangente au sommet. Soit (fig. 46) 

4 

pu Fig. 46. 

_ OA l’unité de longueur, M un point de la courbe (1), 

‘4 PM son ordonnée et QE son abscisse. L’ unité de 

% longueur étant OA, on à : 

£ ; 

Le HeeOP —_PM 

r. Pre LA À ÿ NxZ OA’ à 











et par suite la relation Gr). | 
























PO__PM FRS Es 
| OO 
c’est-à-dire : ë 
OA. OP — PM?. 





Or, on sait que cette relation est une consé- 
quence de la définition géométrique de la parabole É 
(lien des points dont la distance à un point fixe dit 
foyer est égale à leur distance à une droite fixe 4 
dite directrice) si l’on désigne par OA le double du 
paramètre, c'est-à-dire le double de la distance du & 
foyer £ à la directrice. Il y a donc identité entre les F 
É. courbes que nous avons appelées paraboles et les : 
courbes auxquelles on donne ce nom en géométrie; 
les dénominations d’axe, sommet, . tangente au 4 


sommet sont ainsi pleinement ton Rees 








EXERCICES SUR LE CHAPITRE VI 


127. — Résoudre les équations : 
TE .222— 3% —5 —o 
= S : 2&2— 5x —9 —0o 
3x2 — x —V2—0 


x2— 5x +3 —o 
3x2 — 8x +7 —o 


— 128. — Résoudre les équations : 





















our racines es TA | 
130. — Former une LAS Ft second degré admettant 
pour racines 1000 et 0,001, D 
131, — Former une équation du second degré admettant 
pour racines ÿ3 et 4. 
132. — Quels sont les signes des racines de l'équation : # 


(a+ 3}e? + (aa + 3) + +5=o, ï 


£, LICE a prénd toutes les valeurs possibles ? 

He _ On commencera par rechercher pour quelles valeurs de a 
ces racines existent, 

133. — Même question pour Montre ; = 


. (a + 5)? H{aa — 3)x + a — 10 = 0. # 
134. — Même question pour l'équation : | ML, à 
(a — 2)22 + a(a — 2)x + 3a + 4 — 0. 


_ 135. — Discuter l'existence et les signes des racines de 
























Ge et + (+ me +0 


_ lorsque à varie de — © à + . | . 
136. — Résoudre et discuter l'équation : la 0e 


a cos a + 8) aæ(cos a — 1) + 8 cos a= 0 / 





ds. dans laquelle a désigne un angle donné. 
E: ar — Discuter l'équation : 


€ ne {8.5 5) LRPAAT SIC ETES 






dans aile a est une constante donnée, positive ou néga- 
_tive, et x un angle inconnu. si 
138. — Résoudre l'inégalité : 


3 cos? x — 12 cos & +5 >, 


en supposañt l'angle x compris entre o° et 360° (ou entre 

_0$ et 4008 dans la division centésimale du quadrant). 

139. — Résoudre, dans la même hypothèse, l'inégalité : 
«- Ssiniæ+8sinæ—1<o. 

Bones _ Fc 2e cycle, | 17 











140. —— Résoudre € et diésuter l'inégalité: te 
Re » CH Bar 






141. _ Construire la parabole : 


v= ge ie ? CE Se 






en prenant pour unité de longueur le centimètre, 
142. — Construire la même courbe en prenant pour unité = 
_de longueur : 1° le décimètre; 2° le millimètre. 
443. — Construire la parabole : à Le 





















* y = 40 000 e 
_ en prenant pour unité de longueur AaRe le mètre ; 21 le décæe 
* mètre. : LE 
144. — Construire la parabole 





y —= — 0,00081? : HS 





en prenant pour unité de longueur le dixième de millimètre. Le: 
145. — Construire la parabole : ME NES: 


3 cet y = L?, | 0 els 


et la droite : RÉ ; CE se 
LR ee cr &. re æ 7 2e Re 


Bu 
ve 

en prenant pour unité de longueur le cerimiètres ess 
les abscisses de leurs points communs et vérifier qu elles. 
sont SRE aux racines de l'équation : 





146: — Même question pour la parahoiee - 


et la droite , 
y — 28 + 10. 


On prendra pour unité le millimètre, 
447, — Construire la parabole : 


4 AR — 54 + ë, 


Lire nn ia variations du trinome : 


< 


FAR A EP CAS 


5 n 


Done 
149. — Construire la courbe : 4% 
= 24? — 5y +1, 
our unité le centimètre. ; 
onstruire les courbes suivantes : 
he 5 0007? + 3007 — 3 


y —0, 0001? + o,o1Z — 1, 


n | prenant pour chacune d'elles une unité de longueur 


F 
s 
ES 


Hopmode, que l'élève devra choisir, 


















CHAPITRE VII 


PROBLÈMES DU SECOND DEGRÉ 


116. Définition. — On appelle problèmes du 
second degré les problèmes dont la résolution peutse 
ramener à la résolution d'équations du second degré 3 
‘a une inconnue et d'équations du premier degré à. 
une ou plusieurs inconnues. Nous ne considérerons 
ici que les problèmes pour lesquels il suffira de 
résoudre une seule équation du second degré à une 
inconnue et, le plus souvent même, il n’y aura pas. à 
de système auxiliaire du premier degré. 

À propos de cette définition, on pourrait répéter 
les remarques que nous avons RS: sur la définition 
des problèmes du premier degré. me. 

117. Mise en équation. Discussion. — Au sujet .. 
de la mise en équation, nous n’avons rien à ajouter 
à ce que nous avons dit pour les problèmes du pre- | 
mier degré; mais quelques remarques nouvelles ne 
doivent être faites pour la discussion. 4 

Trois circonstances, en effet, se présentent pour F2 
le second degré qui ne se présentaient jamais pour … 





4 









oi: 2 TER 
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le premier : 1° # peut ne pas y avoir de racines; 
2%1l y a fréquemment deux racines; l’une peut con- 


venir au problème et non pas l’autre; 1l peut arri- 
ver que ces deux racines donnent deux solutions 


différentes du problème et il peut arriver aussi que 


ces racines, quoique différentes, conduisent à la 
même solution du problème (voir, plus loin, Pro- 
blèmes) ; 3° enfin, il peut y avoir une racine double; 
nous verrons (Problème IV) quelle grande impor- 
tance peut avoir cette circonstance dans la discus- 
sion. 

Dans la discussion des problèmes du premier 
degré, il pouvait arriver que la solution disparaisse 
en devenant infinie; c’est ce qui se e produit lorsque, 


dans |’ équation 


ax + b — 0, 


_ le coefficient a devient nul. De même, si dans l’équa- 


tion du second degré 
ax? + bx +c—=o, 


le coefficient a devient nul sans que b le soit, l’équa- 


tion pou au premier degré et n’admet plus que 


la racine — ; la racine qui a disparu est devenue 


infinie. De même si les deux coefficients à et b sont 
nuls, sans que c le soit, l’équation n’est vérifiée 


pour aucune valeur finie de x; elle a deux racines 


infinies (ou une racine double infinie, comme l’on 
veut). Enfin si a, b, c sont nuls tous les trois, l’équa- 
tion est vérifiée, quel que soit x; elle est indéter- 
minée. 

118. Exemples cie de problèmes du second 

















en tout cas les conditions de l’énoncé sont satis- 


_carrés est égale au produit des côtés exprimés en 


c’est-à-dire 


| degré. — PROBLÈME |. — Un rectangle a Sue côtés | 


égaux respeciivement à 4" et à 7". De combien 


LEVTA 


er 
doit-on augmenter l'un des côtés pour que, en dimi- 
nuant en méme temps l'autre côté de la méme lon- é 


ds 
v 


gueur, la surface devienne 24 métres carrés? 

Si l’on désigne par + la longueur cherchée, 
exprimée en mètres, les côtés deviendront respecti- 
vement 4+x et 7—x; si x est positif, on aura 
augmenté le côté égal primitivement à 4 et diminué | 
l’autre; si + est négatif, ce sera le contraire, mais 


MER 


As re date Ra à Fée ri de Ge ANA OA EU + 


ce 


*/ 


faites. La surface d’un rectangle exprimée en mètres 









mètres; on doit donc avoir : Æ 


(4+zx) (7x) —24, 


2 — 3x — 4—=0, ; se 
d’où l’on tire : 
25 


a, DEN Re 1582 


Au 


# 


_ On a les deux racines : \ 


La première donne pour côtés 4 + 4 et 7—4, 
c’est-à-dire 8 et 3; la seconde donne 4— 1 et 7 FLE 
c'est-à-dire 3 et 8. On a donc deux solutions du 
problème proposé, mais ces solutions conduisent à 
deux rectangles égaux, dont les côtés sont simple- … 
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(ment permutés. Cela tient à ce que le problème 
proposé revient à ceci : puisque l’on diminue l’un 
des côtés ei qu’on augmente l’autre de la même + 
longueur, leur somme reste constante et égale a 
11,11 s’agit donc de trouver un rectangle connais- 
: sant la surface et la moitié du périmètre; nous 
allons résoudre ce problème et voir qu'il y a un 
seul rectangle répondant à la question. ee 
Proscème II. —- Quels sont les côtés d'un rec 
tangle dont la surface est 30 mètres carrés et le péri 
ns 22 mètres? | En 7 
Désignons par x’ et-x" ces côtés, exprimés en 
mètres; le périmètre. est 2x" + 2x" et la surface 
ww :-on a donc : | F4 
ù LT LI 
4 F PDenR us 
_ Il s’agit donc de trouver deux nombres 2’ et +” Æ 
- connaissant leur somme et leur produit. Pour cela, 
nous remarquerons que nous connaissons les coef- 






+ ficients de l'équation du second degré qui admet 
pour racines x’ et x"; cette équation est : Les 
“ r? — (x! pat x) x + x'x"— 0, 2 
è ’ Ms LE ee 
| c’est-à-dire : | - 
1] un # 
2? — 112 + 30 — 0. Res. 
Nous pouvons la résoudre ; ce qui donne : aa 
| | 
4 


11 I < 3 5 
BEA UAEEE" ais 30 — = TT 1 T4 Lee se à 
2 2, - ‘SAONE 





oubien: 


ou bien : 


seuls sont intervertis. 

 ProBzème III. rouver deux ane HR la 

# différence soit 3 et tte produit 40. 

Nous allons ramener le problème au précédents. 

- dans ce but, nous remarquerons que la différence 
: de deux FD ibues est égale à à la somme du premier 
et d'un nombre opposé au second ; nous sommes 


a + x" et pie pu est — 2x"; on a ainsi les. 
Nos équations : : 


AN) 


x'x” — _— 40. 
Donc x’ et x” sont les racines dé: l'équation : 


A PORT ÉPREE 
x? — 37 — 40 —0, 


- d’où l’on tire : . 


—3+4/9+i0=È+ 19 23 








_ donc les deux nombres +’ et — x” sont —5 et —8. 
>: On a ainsi deux solutions à la question posée. 
 ProsLème IV. — Construire un rectangle, sachant 


- 
que la somme de sa base et de sa hauteur est 2m et 


_.què sa surface est équivalente à celle d’un carré de 
côté d. Les longueurs m et d sont supposées mesurées 


avec la méme unité. | 
Désignons par x’ et x” les RSR du rectangle, 
* mesurés avec l'unité choisie ; on aura : 


sit 


* 
ne 


x + x” — om » 
Pers 












Re. x? — 2mx + d = 0, 

d’où l’on tire : 

Ne = mEVnÊ— à. 

| Mon: — Pour que la formule soit accep- 
table, il est nécessaire que l’on ait m—d'=0, 
c’est-à-dire »m° = d?. Comme les nombres » et d sont 


positifs, cette condition équivaut à m > d, car le carré 
d’un nombre positif est d'autant plus grand que ce : 


Pa 


nombre lui-même est plus grand. Le problème pro. à 
osé n'est donc possible que si la somme 2m dela 
base et de la hauteur du rectangle cherché est supé- Re 
eure à la somme 24 de deux côtés du carré;en 
autres termes, si le périmètre 4m du rectangle he: (en 





__et que c’est la seule. L’ équation du second degré a 



















cherché est supérieur au Déni OIL id du an dons ot 

Nous pouvons exprimer cette condition sous 1e : 
forme suivante : pour qu'il soit possible de construire 4 
un rectangle de périmètre donné équivalent à un 
carré donné, il faut et il suffit que le pér imètre donné 4 
soit supérieur au périmètre du carré. 

Dans le cas où le périmètre donné pour le rec+ 5 
tangle est égal au périmètre du carré, on trouve 
x'= x"— d, c'est-à-dire qu’une solution est fournie 


par le carré lui-même, ce que l’on pouvait prévoir, 


une racine double; on peut dire qu’à cette racine « 
correspond une solution double; en effet, lorsque » à 
est supérieur à d, nous pouvons dire qu’il y.a deux 
rectangles répondant : a la question; l’un de base x’ et 


_de hauteur +”, l’autre de base x” et de hauteur +’ les 4 
‘deux rectangles sont d’ailleurs égaux); lorsque 2°. 


devient égal à +”, chacun de ces rectangles devient 
un carré, qui apparaît ainsi comme solution double. " 

Cette solution double a une propriété très impor- 
tante, qui appartient très fréquemment aux solu- « 
tions doubles : elle fait connaître le rectangle dont 4 
le périmètre est le plus petit parmi tous les rec- 4 
tangles de même surface. Il résulte en effet de Le 
discussion précédente que, la surface d? étant | 
donnée, le périmètre âm ne peut pas être Faféion 5 
à 4d; car si m <d, il n’y a pas de solution au pro= 
blème posé; /a plus petite valeur de 4m est done. 
4d; c’est le périmètre du carré. 54 

On peut se placer à un autre point de vue, en. a 
regardant » comme fixe et d comme variable; soie 
d doit être inférieur ou au plus égal à »; sa plus. 4 
grande valeur est m; parmi tous les rectangles de 
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F- même périmètre 4m, ie dont la surface est la 
plus grande est le carré de côté m. 
… Ainsi, si l’on dispose d’une clôture en fil de fer 
_ d’une certaine longueur et que l’on veuille s’en 
servir pour borner un terrain rectangulaire aussi 
_ grand que possible, on devra donner à ce terrain 
_ la forme d’un carré. | es 
119. Cas où les propriétés du trinome inter- ve 
‘viennent dans la discussion. PROBLÈME V. — Un 
triangle et un carré ont leurs bases sur une méme 
. droite D; merer à cette droite une parallèle D' de. 
manière que la somme des surfaces des parties du à 
triangle et du carré non situées entre D et D’ soit Rs 
équivalente à la surface du triangle. 2 


- Soit ABC le triangle et MNPQ le carré donné 


F. 


Er à 





à 4 
, CNET ROET-EEr" ET TD) _ 
:, (Gg. 47), AH la hauteur du triangle, P', Q”, B’, C’, W 

- les points d’intersection de D’ avec MP, NO, AB, 


_ AC, AH. Nous pouvons regarder comme données ! Fa 
les quantités suivantes : 


BC—a; AH—#;: PQ—MP—&. 


A EEE D 





2 + Il est clair que si l’on donnait d’autres éléments du triangle, 
È " : aurait lieu, au préalable, de déterminer a et y au moyen de 
_ses données. 











Prenons. pour inconnue + la distance des de: 
parallèles Det D’: TS SET M 


= O0 CHR 











est égal au rapport des carrés de leurs a 


(A x), 


c'est-à-dire à DR ; quant à la surface du rectangle 











MNP’Q' elle est évidemment dre l'équation du 
problème est donc : Fr 


I h — x} I L 
La 4 b (5 — x) 3 ah, 


ou, en chassant les dénomie the (il suffit de mul 


| Re par 2h) : 
D afh— 2) +ohb(b—x)—= ah 
(1) ax? — 2h (a + b)x + 2hb° — 0. 





Telle est |’ tits du problème. 
Pour que cette équation admette des racines 
faut que son discriminant soit positif; écrivons 
cette condition : . 





D = }{a + D)? — 2ahb° > o. 


Ordonnons D par rapport à b;il vient : 





Le D — b(4? — 24h) + + 2h?ab + ah > 0. ne 
= Comme z est positif, nous pouvons diviser : par h he 
ce qui donne : 


ie — 24) LE nb + ah 70 0. 


ces racines sont toutes deux négatives ; dite il ke 
suffit que soit positif, ce que nous supposons, 
our que le trinome en b soit du signe de son pie 


ue. d' ailleurs, dans ce cas, D, pour être positif, + 


_ doit être.de signe contraire à son premier terme, 
_ et r on doit avoir : 


W<b<v 
us , Puisque best st positif : 
o0<b< pr, 


En résumé, si l’on a : 


h5>' 24; 
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_avons implicitement supposé (lg. 47) que + était 


l'équation (1) n’a de racines que si D on a: ai Ve 
bb", : SHOT 
c'est-à-dire : 
b = ah —- a V2ah 


2a —h 

















Remarque. — L’on aurait pu, au lieu de résoudre 
par rapport a b, l'inégalité D>> 0, la résoudre par 
rapport à À, ce qui pouvait paraître plus simple, 
car après dE par A>>0, elle est du proie 3 
degré en h et donne : | 


2ab? 

KE 
mais, si l’on voulait étudier le problème par r'ap=. ; 
port à b, il faudrait étudier cette fraction dont les 
deux termes sont du second degré en se ce que a 
nous n’ayons pas appris à faire. de 

Discussion. — Nous avons établi les conditions 
d'existence des racines pour l'équation (1); il faut 
maintenant rechercher si les racines, quand elles. 
existent, satisfont bien au problème géométrique 
posé. En mettant le problème en équation, nous - 


positif, inférieur à b et inférieur à L; nous laisserons … « 
de côté, pour ne pas allonger dE Ja ques- 
tion d'étudier à quels problèmes, très voisins du 
problème posé, conviennent les valeurs de + non 
comprises entre ces limites ; nous allons simplement » 
rechercher combien l'équation (1) a de racines supé- » 
rieures à o et inférieures à la fois à b et à k. Dans 


\ 


: 


| dE OR HS + D) afb?— bb af) 


Ra ra): SE = al in ri ir ë)h + 2h D? — h(20? — 25h — ah). 


Dur entre o et b; or a ) est positif et 7) 
négatif; ü y a donc une racine et une seule pr 


Fe Soit maintenant sr il faut alors que x soit 51 
compris € entre o et h; ou on a : 


G)= FD), 


FU = = — - ah Où: 


rar | 
( b) Re une racine L” RG a fr; 


p — h + VR? Loah 
RNA UC RIRE EL 


, 


PREND EE 


r et une seule ie Lire ( À h, et qui con- “Pa 
Ê | ent. M PERS enfin : 


b se b”, 



































c'est-à-dire : à # 
Re n ee Ven ah 












Dans ce cas, /(o) et /(4) sont tous deux positifs, … 
de sorte que nous ne sommes pas assurés qu'il ya 
des racines; nous devrons donc supposer que les. 
conditions SR tn trouvées pour que 2 
soit positif sont remplies. Lorqu' elles le sont, nous 
pouvons affirmer que les racines sont toutes deux 4 
inférieures à o, ou toutes deux comprises entre 6 4 
et A, ou toutes deux supérieures à k. On. distin- 
guera ces trois cas en comparant o et À à la demi- ” 


ha + b). 


somme qui Rene» : or, a et b étant positifs 


















ainsi que h, cette demi-somme est visiblement de 4 
_rieure à k, de sorte quil n’y a pas de racines qui. 
conviennent. = = 
En résumé, pour que le problème géométrique 
posé admette une solution, il faut et il suffit qu ï 

l’on ait : ; 
be h VAR E 2ah 


2 ? 


et cette solution est d’ailleurs unique. 
On peut vérifier ce résultat par un raisonnement | 
géométrique simple; l’énoncé exprime (fig. 48) que 1 
les aires MNP Q et BCC'B’ sont équivalentes ; gr L 
lorsque x croît à partir de zéro, la première de-ces 4 
aires décroît à partir de b? et la seconde croît à. 
partir de zéro; ces deux aires ne peuvent. done 
devenir égales que pour une position au plus de D’; 
il br toujours une telle position, à moins que 
lorsque la droite D'passe par le sommet À d F 





riangle (ce « qui « est das position See qu elle peut 1 
_wccuper), l'aire MNQ'P’ ne soit encore supérieure à 
BC B'C’ (qui se réduit à ABC pour cette position 


particulière de D’. Or cette condition s ‘exprime par 
: KCOUES 


Let > <ah, 


ui, Er par rapport à b, donne, en tenant 
ompte du fait que a et h sont positifs : | 


3 y = AVE + 20h 24h 
2 
Lorsque Fon # :° 
TIRE y hENPoah 
TE DENT, 


la Son est fournie par la droite (D’) qui passe 
par le point À (on a x—}). 

120. Exemple de discussion d’un problème 
trigonométrique. PROBLÈME VI. SJ oët ABC un 












C sachant que l'on a, entre n. M positis 
CAT CD, CB, {a relation "11728 | 


CD -+ nCA + pCB —0, 





+ p étant des nombres donnés, positifs ou né ini 

Si l’on remarque que l’on a : | 
CA = CB cos C ee 
‘CD — CA cos C — CB cos’ C, ET 


Pas 





l’équation du problème est : 












(1) cos’ C+ncos C+p=—o,. 


ou, en posant : 





(2). “cos C—7: re 
(3) x? + nx +p—0- 






Pour qu’une racine de (3) convienne au problème 

il faut qu'elle soit comprise entre oet:1 (car Ë sup 
C étant aigu, cos C est positif). | Mi: 
- Pour que l’équation (3) ait des racines, il 7 
que l’on ait : | TRES 
n° — 4p > 0. LES 





Si l’on pose : 


C2 


fx) = 2°? + ax + p, 
fo)=p | 
fO)=i+n+p: FER 
La demi-somme des racines est d'ailleurs = 


elle est négative, comprise entre o et D 

























.. a, ou eur à — 2. nos ie nous allons 

LS successivement les conditions nécessaires 
cet suffisantes pour que le problème posé admette 
2,rou0 solutions. | 

_. 1° Pour qu’il y ait 2 ane il faut que l’on ait 

| L fé fois : | 

L 4€ 









ii Oo. 

fo)=p > 0 

Ar tntp>o 
a | —2%<n<LoO. 





En effet l'équation (3) admet alors 2 racines dis- 
_tinctes, qui sont toutes deux inférieures à o, ou 
toutes deux supérieures à 1, ou toutes deux com- 
_ prises entre o et 1, et c'est ce dernier cas qui se 
présente, puisque jé demi-somme est comprise 
pontre Diet : . 

_ Si l’on résout les inégalités précédentes par 
_ rapport à n, on remarque que la première donne : 


_ou bien EE TR n < —2\p 
où bien : s n> 2VP, ro 


1 que la première alternative est seule compatible 
avec LE inégalité n << o. On doit done avoir : 


. | ER 
“2 Fe | É | En 2Vp 
ER n>—p—i1 
BÉAA AT 


E ME 


4 l'inégalité n<o étant FR RE à écrire: Il faut 
rechercher pour Be valeurs de p ces inéga- 

















traires, c’est-à-dire que l’on ait : 
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lités sont Re ntible incompatibles 0 ou | surabon- 
dantes. | Le 
“Si p est supérieur à 1, —p—1 est NEA 
a —— 2, et il suffit de conserver l'inégalité n>—2. 
qui entraîne nœ>—p—1; 0 ‘est l’inverse si p . 


inférieur à 1. Mais, si p est supérieur à 1 — 2p 
est inférieur à 


2 et n ne peut pas être à la fois … 
2Vp et supérieur à — 2. On doit donc i 





inférieur à 
supposer : 


(4) 

















OPA 
(—p—:1 <n<— op. 
Ces dernières inégalités sont ‘compatibles, . car 
on à : ke, UD 4 
mp1 Lt 2Vp. | 
Cette inégalité revient en effet à : 


P— 2Vp + 1: 0, 
c'est-à-dire : 
(Vp — 1} 5 o. 

Les conditions (4) sont les conditions nécessaire 3 
et suffisantes pour que le problème admette 2 solu- ” 
tions ! # 


29 Pour qu 1 M ait une solution, 1 est Ho e. 
et suffisant que flo) et /{1) soient de signes con- 


pa+n4+p)<o . | : à 
Cette inégalité exige : 


ou bien : p>0 
(b) In +p< 0 
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ou bien : < P <0 
(6) 1+n+p}>o. 


Tels sont les cas où 1l y a une solution, dans les 
autres cas il n’y en a pas. 

La discussion peut, d’après ce qui précède, être 
résumée dans le tableau suivant : 


solution, 


solution. 


solution, - 
solutions. 
solution, 
solution. 


solution. 


Nous laissons à l’élève le soin d'examiner les cas 
. limites où certaines de ces inégalités se trans- 
_ forment en égalités. 


LORS 


/ EXERCICES SUR LE CHAPITRE VII 


| 151, — Un champ a la forme d’un carré; on demande quel 
est le côté de ce carré, sachant que si l’on ajoute 2% à l’un 


: pre J 








RER 























NM TC LUEUR 








des côtés et que l'on retranche 10% à  l'autrescèté, on 1 obtient 
un rectangle dont la superficie est 88 ares. | ” 
152. — On donne un triangle rectangle dont les deux cbtES. 
de l’angle droit ont respectivement pour longueurs 5m et nom 
déterminer sur l’hypoténuse un point dont la distance au : 
sommet de l’angle droit soit égale à 6%, On prendra pour 
inconnue x la distance du point cherché au sommet du triangle | 


_ opposé au côté égal à 5m. 


153. — Trouver les côtés d’un triangle rectangle sachant : 
que l'hypoténuse est égale à 15" et la surface à 30 mètres 4 
carrés. AS 

‘154. — Quelle valeur faut-il donner à { pour que le sys F 
tème : | É 

(3 + 2) 2 + hy =5 — 8 . « 3 
22 +(5+0 y=8 À 


soit impossible ou Indéterminée? | 
155. — Étant donnée la longueur d’un côté d'un triangle, É 
de la hauteur correspondante, et le rayon du cercle’inscrit, | 
calculer les longueurs des deux autres côtés. Discuter. 3 
156. — On donne le cercle circonscrit à un triangle, un 
côté et la somme des deux autres; calculer ces deux autres 
côtés. Discuter. = 
157. — Étant donnée une droite et ÉCy points F et Pr 
non situés sur cette droite, trouver sur la droite un L point M. 4 
tel que l’on ait : | 














MF + MF'=— a, 


a étant une longueur donnée. Discuter. 
On désignera par P et P’ les projections de F et F’ sur la 
droite donnée ; on posera : 4 
FP=d,  FP'=d], PPS um, PM = x. 


x 


parties par une parallèle au côté BC de manière que le rap= 
port des aires de ces deux parties soit égal à un nombre 
donné m. Discuter. 770 

159. — On donne une circonférence de rayon R et deux 
diamètres rectangulaires AB et CD; par le point À on mène. 


une sécante faisant avec AB un angle p; cette sécante ren- 





RL nt | 
TT Lis fi 
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contre CD en un point P et la circonférence en un point Q 
(distinct de A); déterminer l’angle 9 de manière que PQ ait 
une longueur donnée a. Discuter. 

160. — On donne une circonférence du centre O, un point 
À de cette circonférence et une droite D. Mener par À une 
droite telle qu'en désignant par P son point d’intersection 
avec (D) et par Q son second point d’intersection avec la cir- 
conférence, on ait : 


AP O 


m étant un nombre donné; on désignera par C le point d’in- 
tersection de AO avec la droite D; par à l’angle de AO avec 
D, par R Ia longueur AO, par a la longueur AC et par x 
l’angle (inconnu) de APQ avec AO. 
















La 


Rene Res 


108 CHAPITRE VIII Fe e 


nr ÉTUDE ET REPRÉSENTATION GRAPHIQUE | 
5% DES VARIATIONS : ©" 
De | DE LA FONCTION HOMOGRAPHIQUE 
7 ee 
Er 
s I. CAS PARTICULIERS 
È à 121. Définitions. — On donne le nom de fonc- : 
k tion homographique à la fonction y définie par k 
20 relation : | RE. 
ë _ ax+b | RL > à 
ax +6" rx 
$ dans laquelle &, b, a’, b’ sont des constantes don- 
t nées. La AEDN homographique comprend comme # 
7 cas particulier la fonction linéaire à laquelle elle ses 
réduit lorsque l’on suppose a —0. Nous suppose- 
LT: rons donc «a £0, Puisque la fonction linéaire a été j 
2. étudiée et qu'il n'y a pas lieu d’y revenir 
4 Nous allons étudier d’abord le cas particulier 
w où l’on a : 
D . == 













L Sim. 
PT rh. 1 


"+ ei se 
DR ETU 


tt." P 
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La relation (r) devient alors : 
b 


A PA G 


et, en posant : 


prend la forme plus simple : 
y — a 
C’est cette relation que nous allons étudier, en 
‘supposant même tout d'abord, pour simplifier, c— 1, 


, I 
122. Étude de la courbe y —-. — Nous nous 


proposons donc d’étudier et de représenter graphi- 
quement les variations de la fonction y définie par 


la relation : 
Le 
TL 


y —= 


Nous remarquerons que y a toujours le même 


signe que z; de plus, la valeur absolue de y est d’au- 


tant plus grande que la valeur absolue de x est 
plus petite, et inversement. 

Ayant fait choix d’une unité de longueur, nous 
avons représenté (fig. 49) les abscisses suivantes : 


OC'=—4 OB=—2 OA—-1 OD'=—; a) ER 
OC—4 OB—2 OA: OD =: OE =>. 


Les ordonnées correspondantes ont pour valeurs : 











C'P'— Ne : 





_ CP— en AM 250 DO 3 F4 


El 


réunissant par un trait continu les points P’ N, ï 


5» @ FR d'une part, et les RES P; N,-M, Q,R R 


d'autre part, on a les deux arcs de Conthe dessinés + 
sur la figure. Comme ces deux arcs sont définis par . 
la même relation, on dit qu ’ils constituent une courbe 
qui a reçu le nom d’hyperbole. 
Cette courbe a, comme Îla parabole, des branch Ps. 
infinies; © He de branches que l’on peut 
… prolonger aussi loin que l’on veut, sans autre limite. e 
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que les dimensions du papier ou du tableau sur … 
lesquels on les figure. 

Par exemple, si l'on donne à x des valeurs posi- 
tives de plus en plus grandes, le point C s’éloignera 
indéfiniment vers la droite et l’ordonnée CP 

_deviendra de plus en plus petite; il en résulte que. 
la branche infinie ainsi obtenue se rapproche indé- 
finiment de l’axe Ox; on dit qu’elle admet Ox comme 
asymptote. 

DérinirioN. — On dit qu'une branche infinie de 
courbe est asymptote à une droite lorsque la dis- 
tance d’un point de cette branche à la droite se rap- 
proche indéfiniment de zéro quand le point s’éloigne 

| indéfiniment sur la branche. : 

-_ On verrait de même que la branche N'P’ pro- 

longée vers la gauche est aussi asymptote à Ox; et 
que les branches QR et Q'R” sont asymptotes à Oy. 
On peut aussi déduire ces propriétés des remarques 
que nous allons faire relativement à la symétrie de 
l’hyperbole. 
| __ 123. Centre et axes de symétrie. — Figurons 
; (fig. 50) les points N, Q, N’, Q’ de l’hyperbole dont les 


coordonnées sont indiquées dans le tableau suivant: 04 
NN 7 -OB SN —:, y—=BN —0S => 


à Q x—OD =TQ nm: | ÿ=DQ —=OT—=32 


Le 


N x—OB—SN——2 y—BN—0$—— 
Q' OT y—=D'Q —=OT'—— 2: 


Où voit que l’on a OD—0$; OB—OT,; les 








nn ODIS, OBIT sont * dons s carrés; 

__ ainsi que les quadrilatères ODTSS OBJT'; il en 
résulte que les points I, J, [’, J’ sont situés sur la 5 
bissectrice de l'angle x0y; cette bissectrice coïncide 















Fig. 5o. 


donc avec la diagonale des carrés NIQJ et NTQY 
de telle sorte qu'elle est perpendiculaire sur le 
milieu de NQ et de N’Q/. La droite JOJ est done - 6 
_ unaxe de symétrie de l’hyperbole; les points N et N! A $ 
_ sont symétriques de Q et de Q’ par rapport à JOIE 
_ Le point O est centre de l’hyperbole ; c'est-à-dire 4 
qu'à tout point N correspond un point N' symé- 
_ trique par rapport à O; c'est ce qui re de la “ 
pusnre j Fi 
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Enfin, l'existence d’un axe de symétrie et d’un 
centre situé sur cet axe entraine l'existence d’un 
second axe FOF”"perpendiculaire au premier et pas- 
sant par le centre; c’est la bissectrice extérieure de 


l'angle x0y. En effet, le quadrilatère NQQ'N’ dont 


lés côtés NQ et N'Q/ sont égaux et parallèles et dont 
les diagonales sont égales est un rectangle; donc 
FOF' est perpendiculaire sur le milieu de NQ' et 
de N'Q. | 

Nous avons ainsi démontré l’existence d’un centre 
et de deux axes de symétrie rectangulaires. 


» 


7 C ; . “ 
124. Étude de la courbe 7 ES Considérons 


d’abord le cas où c—— 1, c’est-à-dire où l’on a la 
relation : 


Y=——. 


L 


La discussion est tout à fait analogue à celle qui 
vient d’être faite; la seule différence est que y sera 
toujours de signe contraire à celui de x, de sorte 
que la courbe, au lieu de se trouver dans l’angle 


. xOy et son opposé par le sommet, sera dans les. 


deux autres angles formés par les axes (fig. 51); 
à l’abscisse positive OÀ correspond une ordonnée 
négative AP; et à l’abscisse négative OB’ une 
ordonnée positive B’Q'; il n’y a rien à changer à 
ce que nous avons dit relativement aux asymptotes, 
au centre et aux axes de symétrie. 

Supposons maintenant que nous ayons la courbe 
_ représentée par l’équation : 


- y — 


8i9 





1 


PATTES 


Fig. 5r. 


« étant positif; nous pourrons poser C— a, a 
positif et ir à Ve; nous aurons donc : 


by — 


x? 


‘ 


ce que l’on peut écrire : 


. 





| construite | en prenant pour unité le millimètre coïn- 
cidera avec la courbe : 


| construite en prenant PE unité le centimètre. En 
effet, pour x — 5%, c'est-à- QUE De omis PUITS 
dans le premier cas y—20"", et dans É ste 
— 2%, ce qui est la même chose. 
Si l’on avait à construire la courbe 


: hs laquelle c serait négatif, on poserait c—— a}, 


en désignant par a un nombre positif égal à ÿ—ce 
$ (car — c est positif) et on aurait : 


Y=——) 














= ALGÈBRE 


II. CAS GÉNÉRAL 
















125. Remarques préliminaires. — La roue 4 
homographique est définie par la relation + VEN 
| V= Te Tr 5 





Si l’on chasse les dénominateurs et que l’on 


55 fasse passertous les termes dans le premier membre, 
— cette relation prend la forme : 


(2) Le AY Y ar EE) 


c'est la relation homographique générale à deux 
variables x et y; on appelle ainsi une relation du 
premier degré par rapport à chacune des variables … 
x et y considérées séparément (mais non du premier 4 
degré par rapport à l’ensemble; ceci n'a lieu que 
si a est nul). ; 
Inversement, toute relation homographique 4 
deux variables a la forme : SEE «4 


Axy + Br + Cy + D =, * s 4 
et on peut la résoudre, soit par rapport à y; soit 
par rapport à x, ce qui donne : - 5 


LA Bx + D 
ARE Az =LOTeN +2 FRS 
Cy + D À 
 Ay+B 
On voit que + est une fonction homôgräphiques 


de y et y une fonction homographique de x, À 
toute valeur de x correspond une valeur de y} cts 



















pond une valeur d x et une seule. : 
| En He la Ro Re gps (2); ques 


Se 

Ron: 

dE à sas —by+b 
Dai 0 LT ay — « ?: 





pt 
relation utile pour L étude de (r). ” 
‘Si dans la relation (1) nous donnons à + deux 
_ valeurs différentes x, et x, et si nous désignons ? 
par y, et 7, les vins correspondantes de y, nous 


_ obtenons les relations à 


PU E É | y — ax, “ b 
A 2 1 à CAE + b' 
=: 5; Rr AE . È. ce 
na 2 L As + b 
REes : 2 — SEE 






_ qui donnent, par soustraction : 


je 

Ce x HP AT E bat lans + 0h Aa 

FRE Marais dx, + Ÿ F3 dax, Te 

Fe PO) CRE Ee 

co 1e (ax, + b) (a mb (ax, + b) (a'x, + b') | 

nr D Gnctee tn. 

| ou, après une réduction facile : 

DAS LS | RAD ou) RE 
(4) ie nie CERTES ue 


LE 


Re On voit que le signe de Ya —Y, dépend pe signes +. à 
_ de x, —+,, de ax, + b', de a'x, + b'et de ab — ba; 
_ nous reviendrons Étniet sur les conséquences ds = 
ette formule importante. Pour l'instant, nous 
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remarquerons que si l’on a : 
(5) ab! — ba = 0, 


il en résulte : 
Ya —— Yi— 0; 


a moins que +, ou x, n'aient des valeurs particu- 
lières telles que le dénominateur de la formule (4) 
ne soit nul en même temps que le numérateur. 
Lorsque la relation (5) est vérifiée on dit que l’on 
se trouve dans un cas singulfer ou que la relation 
homographique donnée est singulière. Nous allons 
écarter provisoirement ce cas, dont nous dirons 
memes mots à la fin du chapitre. 


Il ne faut pas confondre les expressions cas singulier et 
cas particulier; on y attache des sens très différents. Tout 


cas déterminé est, en un sens, particulier; c’est-à-dire que. 


si l’on donne à 4, x a", L' des valeurs numériques telles que 
15, — 3, 7, on a un cas particulier de la fonction homo= 


graphique; mais, comme nous le verrons, dans ces divers 


cas particuliers, comme dans les cas particuliers que nous 
avons étudiés, les propriétés de la fonction et de la courbe 


di la FR Geente sont, au fond, les mêmes, et l'étude appro- 


fondie d’un de ces cas particuliers est à peu près aussi ins- 


tructive que celle du cas général. La courbe représoss 


est toujours une hyperbole. 


Au contraire, on donne le nom de cas singuliers aux cas. 
où, par suite d’une relation spéciale entre @, b, a, b' les 


propriétés de la fonction sont profondément modifiées et la 
représentation géométrique n’en est plus fournie par une 
hyperbole. D'ailleurs, parmi l’ensemble des cas singuliers 
définis par la relation (5), on peut distinguer autant de cas 


particuliers qu’il est possible de donner à @, b, a', br, de “3 


valeurs numériques particulières vérifiant cette relation 


” 


126. Étude des variations de la fonction homo- È 


‘ 









‘3 
S. 
4 
3 
3 
cu 
ee. 
3 
























æ 
Lu. 


sigre doté © 








gre-hique. — La on homographique : : 


_ ax +0 
NPA IST \ 


est égale au quotient de deux fonctions linéaires; 
dans l’étude des variations d’une telle fonction, 
quotient de deux fonctions simples, on doit tout 
d’abord porter son attention sur la ou les valeurs 


de la variable pour lesquelles le dénominateur est 


égal à zéro, ou, plus brièvement, sur les zéros du 
LATE En effet, pour ces valeurs la fonc- 
tion devient généralement infinie, ce qui est évi- 
demment,l’une des circonstances les plus remar- 
quables dans l’étude de ses variations. 
Ici, le dénominateur de y est nul si l’on a : 


MT 01— 0, 
c’est-à-dire : 
7 
Fa fr InL28; Lo pe 
Nous poserons : 
b' ’ 
zx = FPT) 


c'est-à-dire que nous désignerons par +’ la valeur 
de + pour laquelle le dénominateur de y s’annule. 
On remarquera que cette valeur existe toujours 
puisqu'on a supposé a’-£o, De plus, elle n’annule 
pas le numérateur; pour qu'il en fût ainsi, il fau- 
drait que l’on ait : 


ax + b—= 0, 
>’est-à-dire : 
































Fotenhnet tienne ; 
| ab! — ba! —o, 






c’est-à-dire que la fonction fût singulière, cas que 
nous avons écarté. Donc pour x— 2, le dénomina- 
teur de y devient égal à zéro et le numérateur ne 
devient pas égal à zéro; donc y. devient infini. Pour 
cette raison, nous dirons que +’ est un infiniouun 
pôle de y. 7 
 DériniTion. — On appelle infinis ou pôles d’une 
fraction rationnelle, les valeurs de la variable qui, | 
annulant le dénominateur de cette fraction sans 
_ annuler le numérateur, la rendent infinie. _ 
 Tuéorème. — La fonction homographique non 


_ singulière admet toujours un . pôle et un seule 4 
; 








—— 


ment : reg 
a 
_ Ceci posé, reprenons la formule déjà obtenue 7 


Ge ba’ ) — 4) 
(4) Ya Yi — ax, + 0 7) ax, - Re b ) É 





Supposons d’abord que l’on ait : 





REINE 


Dans ce cas ds + b'et ax, + b' sont tous deux ‘à 
du signe de a’, c’est-à-dire tons deux du même 
signe; leur produit est positif; +,—x, est aussi 
_ positif par hypothèse; donc y,—y, a le signe DE. 
de ab’ — ba’. r TPE 


Si l’on avait : 





RE ' 
LCL, A 


_ on arriverait à la même conclusion; car a’, + 









re ÉTUDE DE LA FONCTION HOMOCHAPHIQUR 
etat, LP étant tous deux de signe opposé au signe 
de a’ auraient encore tous deux le même signe et 

leur produit serait encore positif. On arrive donc 


au résultat suivant. 
Tuéorème. — Lorsque l’on suppose que x varie, 


soit en restant constamment supérieur au pôle x, 


soit en lui restant constamment inférieur, la fonction 
homos graphique est toujours croissante ou toujours 


conte suivant que ab — ba’ est positif ou. 


négatif. : 
Pour pouvoir étudier complètement la variation 
de y il reste à examiner ce qui se passe lorsque x 


devient infini; or on à : 


b 
: dard st 
Dur 


: be 
Lorsque x devient de plus en plus grand, 3 et 


/ 
= deviennent très petits en valeur absolue (voir 


p. 155) et y diffère très peu de _ On dira briève- 


# 135, Ë 


ment que, pour z—+®, y est égal à—,; cela’ 


à 


ee ; | a 
signifie que y differe d'autant moins de Tr que la 


valeur absolue de x est plus grande. 


suivant que ab'— ba’ est positif ou négatif. 








: Nous possédons maintenant les éléments néces- 
_saires pour étudier la variation de y; nous pourrons 
former le tableau suivant, en distinguant deux cas 
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TABLEAU DES VARIATIONS DE La FONCTION 















HOMOGRAPHIQUE 3 
à __axæ+b : | IE ë, 
IT ax + 8 Res. 
on suppose essentiellement # 
a'Æo ab'— ba Æo v 
/ 2 
et l'on pose | g'= 7 52 
| | #74 
æ — co , - croît : , à, + croit 4-6 3 
EN 
2, 
b —ba > 0 # ee 
a * A Œ ut 4 
y HS 75 TON SD RO SREEE crie 
——_——— 
b'— ba Lo 
. «a La A r A a 
y De décroît ; oo , décroit ,- 7 


Pour la valeur x, y est infini; dans le cas où 
ab! — ba’ est positif, y est croissant ; donc lorsque x 
prend des valeurs inférieures à +, y devient infini 
par valeurs positives; de plus, y étant encore 
croissant lorsque x dépasse x’, il est nécessaire … 
que y ait alors des valeurs négatives très grandes 
en valeur absolue, pour s'éloigner de l'infini en 
croissant. On exprime ce fait en disant que y passe 
de + à — lor sque x traverse en croissant la 
valeur x. Au contraire si ab — ba est négatif, 4 

y passe de —æ à + lorsque x traverse en croïs- 
sant la valeur 2’. Ceci sera rendu plus clair par la. à 
représentation géométrique. 2 






L NOTION | HOMOGR PHIQUE 
+ 5 AE A Fab We 












a 27 Représentation géométrique. — Ilest ai de 
Vs effet très aisé de représenter géométriquement IEEE Se 
_ variation de y, en distinguant deux cas suivant que 


_  ab— ba est positif ou négatif (fig. 52 et 53). Figu- 4 





Ju fo. Es 
F4 ; P Ds 
> a < 5 
“ Fe 
RE æb -ba>0O ; LE 
AD es En ï , 
{ n k & & 
s l "> X 
D UR LE “3 
# «* 4 54 : 
Sr Pi ; “ 
D, <= 
Fig. 5a, EE 
_rons sur Oz le point A dont l abscisse en 4’, sur 0y le Fa 
Pare à : | 
point B dont l’ordonnée est (on aura de petites 
différences de figure suivant que ces quantités 







: aux Exercices); menons P'AP parallèle à Oy et 
1 MBM parallèle à Ox; ces droites se coupent en un 


- … 





» seront positives ou négatives ; nous ne pouvons 
représenter ici tous les cas; l’élève les trouvera 


et ee la valeur de y est très. voisine e PAL 


kL" 
courbe s ‘approche conte indéfiniment de Ja droite | 


æab-ba<0O 


[4 


| 
l 
#. 
1 
L 
l 
É 
l 
{ 
53 
| 


» 


| 

| P° 
Ps: LE 
MB; elle est asymptote à cette droite; d'alletrs 

suivant le signe de ab’— ba’ nous savons que y 

croît ou décroît constamment; de là résulte que si - 
ab —ba est positif, la be est au-dessus d 
_ l’asymptote; c'est le contraire si ab— ba est 
négatif. Lorsque æ croit, depuis — jusqu’ a ru 
y continue à varier toujours dans le même sens; 
À Ds LT NY severe infini, C res s Apps à 








D débuiment n J’asymptote P'AP. On discute de 
la même manière pour les valeurs de x comprises 
entre x’ et +æ. 

128. — Nous allons appliquer les résultats précé- 
dents à des exemples: numériques. Dans ces appli- 
cations, il est utile, pour éviter des erreurs, de 
Rninef le signe de y pour chaque valeur de x, 
en déterminant les signes du numérateur et du déno- 
minateur. Cela n’est pas indispensable, les considé- 
rations qui précèdent étant suffisantes el ayant pour 
conséquence cette détermination ; mals, en arrivant 
au même résultat par plusieurs voies, on se prémunit 


contre la possibilité d'erreurs de calculs ou de rai=. 


sonnements. " 
E Soit : à étudier la fonction : | 


2T — 3 
KT — 1 


Y — 

Le numérateur s’annule pour r—°,; il est positif 
| 3 Mens 3 s 

pour 2>= et négatif pour <>; quant au déno- 

_ minateur, il S’annule pour = il est positif pour 


I PRET. I 
ee ñ et négatif pour x < F our æ—®© , la valeur 


de y HE enfin ab’ a =—2+10=1>0. 


On peut ainsi one le tableau suivant : 








Î 


<a 
à 

LS 
A 
& 
Fr 
21 04 
244 
4 
28 
À 
É 
<, 





















Bone. 0 OUR 


Le 


croît croît croît 


Ce tableau contient visible des indications. É 
 surabondantes, ce qui constitue une ve 





croissant, doit nécessairement être positif, comme 
le tableau l'indique, etc. La représentation graphique | 





Fig. 54. 






est aisée d'après ce ble nous n'y ASS 


-pas (fig. 54). On a pris OA comme unité de longues 


nn 


Soit la fonction : : 


| 
Sri 
l 


sé nus ts den Gt lé dt ee mn me PET Ru 


Fig. 55. 


28 Best nie ee est aa à — 2 2 pour , 5 
on a le tableau suivant : 


RC ÈUE +. He 
NE MPG EE 2 nr à 


décroit — -décroit décroît — 2 

























5 et t la représentation Sraphique en « Et it I 
(fig. 55). On a pris OA comme unité de RU 

120. Emploi du changement d’ origine. OH 
| peut arriver à la construction de la courbe : re 


“2 


s : Ai ax + b HS 
2, ï a a'x+ 0" ro 


par une méthode plus simple, basée sur un chan- 
gement d'origine analogue à celui que nous avons 
utilisé pour la parabole. Let 


On remarque que l’on a : à 3 À 
a ax +b à" bal== abE eee 
ÿ dax b a a É x + 6) Re 


On a d’ailleurs : rie ER à 
bp! | 
< da+b=u(r+)=a(r—2) 
en posant : | 
(2) Le L'=— 1 
si l'on pose, de plus : 
; «a 


(3) z Fe y 


l'équation précédente devient : 


_ c’est-à-dire : 





n/dég 


à érue DE LA FONCTION HOMOGRAPHIQUE 01. 





en posant : 


ob ba! 
eu) = — — 7 — 


La relation-(r) se ramène donc à la forme (5), si 
l’on définit les quantités 2’, y’, c en fonction de - 
_ a, b, a’, b’ par les relations (2), (3) et {4). Ceci 

suppose simplement & =£o; de plus si. ab’ — ba 
n’est pas nul, c n’est pas nul. 

Or, si l’on prend pour origine O’ le point de 
_ coordonnées æ—2, y—y", et que l’on mène par 
0” des axes O’X, O'Y parallèles à Ox, Oy, il est 
visible que lona: 
X—=x— x! 


Y=y—7y! 


_ en désignant par X, Ÿ les coordonnées par rapport 
_ aux axes O’X, O’Y du point dont les coordonnées 
sont x, y par rapport aux axes Ox, Oy. Il en résulte 
que l’équation (5) peut s’écrire : 


C 
Y En € 


c’est-à-dire rentre dans le cas particulier que nous 
_avons étudié en premier lieu. L, équation proposée 
représente donc une hyperbole ayant pour centre 
le point O’ et pour asymptotes les droites O’X, O'Y. 


APPLICATION. — Appliquons ceci à l’équation : 
dut a a DE DE à 
5x 


_ il vient : 





















ES 
SSL FE | 
“ FEB FITNESS 
17 9 Es it 
Cu 4 ” 6 Etes R LE ; Ar © 
4 » RE Linea Fo 
on a donc : CP A lui 
ne LR RACE RER 
Vs 
X 
7e si l’on pose : 
KE Y— y —-: X—=x——-. 
: VERS | 2 


Nous laissons à l’élève le soin de faire la or : 
On pourrait faire la discussion par cette méthode; À 
la relation (4) montre que, a? étant POP EE c A de 
À signe opposé à ab°— ba’, 
:10 130. Cas singulier. — Nous allons, pour ter- 
__ miner, dire quelques mots du cas singulier qe 4 
e. nous avons laissé de côté, c’est-à-dire du cas où 
l'on a : 


Ar ab = bal = 0. 





Supposons que l’on ait : 
DD) 


- nous pouvons toujours poser : 





(42 eme ma’, 


c’est-à-dire désigner par »1 le quotient À: la rela= 4 
tion (6) devient alors : < À LES 
ES ma'b! — ba! —0, 
c'est-à-dire, puisque a’ n’est pas nul : 
| ja 
On a donc identiquement : 


ax +b— ma + nb = m(alx + d' }» 








Lo" à # % = 


SES és an 
2: 5 ME Gin | 


. Si l’on donne à x une valeur telle que ax + b'ne 
soit pas nul, on a : | 
fr 


: Si, ‘au contraire, on suppose ax + b'—0, y est 

visiblement indéterminé. 
_ On arrive aux mêmes conclusions en considés 
rant l’équation résolue en x : 
b— by Le 


Rem LE +, 


= 


ay—a 


On peut poser : 


+ Fe. sp b'—— ha, a 
“et la relation (6) donne alors : 
- b=— ha. 


On en conclut : 
E + VE +. EX fe 
Se C = h(ay a) 


RSR ? 


ay — a 





_ c’est-à-dire que x est égal à À si y est différent de 
_ T—m et indéterminé si y—=—=m. 

a FFE a 

En résumé, lorsque la relation homographique 
est singulière, y prend toujours la même valeur m, 
sauf pour æ=—=h, valeur pour laquelle y est indé- 
_ terminé; inversement, si l'on donne y, x est égal 
_ à À, sauf pour y—"”, valeur pour laquelle x est 
déterminé, 


in 








la relation : qui, si on \ remplace par het. 
par m», devient, en chassant les dénominateurs : ie 












(æ—4) (y=—m) er 





150 Or si l’on a ab — ba’ — 0,ilen résulte GE et. 
_ la relation précédente devient : | LR 










(a) (pm) = 0 à nr 3 


Telle est la forme que prend la relation homogra 
phique singulière. 
Cette relation est vérifiée : | “ 


soit pour x — h quel que soit y à 

soit pour y —m quel que soit x. è 4 
Géométriquement une telle relation ést repré- | > 
sentée par l° SC, des deux droites : Se 


x—h 5 Hu 

yY—=M, 
L RENE se réduit à ses AFYHRISIES (voir 
Exercice 170). 


-  EXERCICES SUR LE CHAPITRE VIN. 


161. — Construire l'hyperbole : 2:58 ë 4 | 
. ; #3 s, . Fe DT 

RE AN 

_en prenant pour unité de longueur le centimètre. 

162. — Construire l'hyperbole : 


= _— 35000 
FFF re 








Prenant ] pour dnité Le note le aitème de millimètre. | 
Le _— Fr TE 2 


+ L C2 







la en prenant pour unité de longueur le mètre, 
164. — Construire l’hyperbole : 





PEUT h,5 
LYS r è Era x 
_etla droite : | 
EN y=—2+)2 


72 4 
en prenant pour unité le centimètre; mesurer les abscisses 
Er leurs points communs et vérifier qu elles sont égales aux 


ë racines de l'équation: : 








ne 





Fe 165. — Même question pour RAYOSrEOIE £ 
0 __ 300 
n. VE H 4 à 
; SR 
et la droite À | | RS 
y = & + 25 “2 


en prenant le millimètre pour unité. | 
_ 166. — Résoudre les deux questions précédentes en se 
ne servant de papier quadrillé. 















Ex 167. — Étudier les variations de la fonction: 
CAE. < > | __3æ+1 
DE , | Y — FAST 


_3t les représenter graphiquement en prenant pour unité Je 
ne ne: 
168. — Étudier gs variations de la fonction: 


— 200 
Œ— 10° 


y — 


et les représenter graphiquement ; on prendra pour unité le 
millimètre, ” 
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169. — Construire l'hyperbole : 


LS 2 





y — 


IL 1 


en prenant le centimètre pour unité. 
170. — Construire l'hyperbole : 


(y — 2) (x — 1) =), 


en prenant le centimètre pour unité; on donnera successive- 
ment à }les valeurs suivantes : 


À = — 10 À = 40 
Âi=—4 == 
= — I À== 1: 
I E 
À nr sn 
10 10 

NE 0 


On représentera toutes les courbes sur la même figure 
(en conservant les mêmes axes Ox, Op). 









CHAPITRE IX 


__  NOTIONS SUR LES DÉRIVÉES 


I. THÉORIE not 










Eur Là fonction suivante RRPLE Ë 


: G). | = rt 





E _ Désignons par x + Ax une nouvelle valeur de . 
5 ble et par y —- Ay la valeur correspondante de 


ne 


la fonction ; c'est-à-dire posons : 






D 0 dy tea — Head). 


La relation (2) se déduit de la relation (1) en y. 
donnant à x l'accroissement Ax et en désignant par 
: Ay l'accroissement correspondant de y. sc 
Si nous ts Hors à membre les rela- = 










a 


en plus petits, x restant fixe, le second membre 


. de dy par dx; mais ceci n’a de sens que lorsqu'on a défini dy | 


L: 
A 
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et, en divisant par Ax : 


E 
10 
4 
«» 


(2) RL = he — 5 + Ar. 


Nous avons ainsi exprimé au moyen de x et de 
Ax le rapport des accroissements correspondants de 
y et de x. Si l’on suppose que ces accroissements 
tendent vers zéro, c’est-à-dire deviennent de plus 

Ten Ay 
pour Az —0o se réduit à 4x — 5, de sorte que . 
diffère d’autant moins de 4x—5 que Ax est plus 
voisin de zéro. Cette expression 4x —5 est ce que. 
l’on appelle la dérivée de la fonction y considérée; 









Le Ten > 2218 
on la désigne par la notation 7 (que l’on énonce 


dx 
dy sur dx) ou par la notation y’ (que l’on énonce 
y prime). Ainsi, par définition, la relation (2) entraîne 
les suivantes : 


dy 
y — 4x Lg “ 
qui s’en déduisent en remplaçant dans le premier 4 


membre © = par “ ou y et dans le second membre … 


Ax par zéro. 





. Dans la notation 4 , les élèves doivent regarder les quatre : 


lettres et le trait horizontal constituant cette notation comme = 
formant un tout inséparable ; ceux d'entre eux qui apprendront - 
plus tard le calcul différentiel verront qu'il peut y avoir utilité 
dans certains cas à regarder cette expression comme le quotient 


dæ, ce qui ne peut être fait ici, 






‘NOTIONS SUR LES re 

- Dérinrrion. — On appelle dérivée d'une fonction 
: Ay F 

u ce que devient l'expression du rapport —7 de l’ac- 

ycegq P PI à 


croissement de la fonction y à l'accroissement cor- 
respondant de la variable x, lorsque dans ce rap- 
port, expr imé au moyen de x et de Ax, on remplace 
Ax par'zéro. 

132. Signification géométrique de la dérivée. 
— Représentons graphiquement la fonction y dont 
nous venons de cal- 
culer la dérivée. 

Dans ce but, tra- 

çons (fig. 56) deux , y 
axes rectangulaires 

Ox, O0, choisissons 

une unité de lon- 

gueur OA pour les & f, 
abscisses et une 

unité égale OB pour E 
les ordonnées. Soit 
M le point de la 
courbe qui corres- 
pond à l’abscisse Fig. 56. 

et l’ordonnée y; M’ 

le point de la courbe qui correspond à Vabostes 
x + Ax et à l’ordonnée y + Ay. Nous savons que le 






er 


mm mme mm me 


TT uit de nds ot en md en ent, 





AN : 
rapport <- est égal à la pente de la droite MM’; si 


nous supposons que Ax devienne de plus en plus 
. petit le point M’se rapprochera de plus en plus 
de M; la sécante MM’ prendra la position MM” et 


viendra finalement se confondre avec la tangente 


MT au point M de la courbe considérée; c’est la 


‘ 
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pN 


es 


* 











résumer dans l’énoncé suivant. 





ane même de la ue que: nous is rappelons. 

DÉFINITION. — On appelle tangente à une courbe 
en un point M ce que devient une sécante MM ren- +4 
contrant la courbe en M et en un point voisin M” F 
lorsque ce point M’ s'étant rapproché de plus en 
plus du point M vient se confondre avec lui. 


Le rapport + ve est égal à la pente de MM’; c’est 1 
ce que l’on sr appeler la pente moyenne de la 
courbe dans l'intervalle MM’; lorsque M’ se confond 
avec M, cette pente moyenne devient, par défini- 
tion, la pente de la courbe en M; c’est la pente de 
la tangente en M; elle est égale à la dérivée de y, 
puisque c’est la valeur que prend l’expression de 
Ay | 
Ax 
sionification géométrique de la dérivée; on peut la 


ST Lei FO N ADR SA 













lorsqu'ôn y remplace Ax par zéro, Telle est la 


Tuéorème. — Lorsque l’on représente graphi= 
quement les variations d’une fonction y de la variable 
x, en ayant soin de prendre la même unité de lon 
gueur pour les abscisses et pour les ordonnées, Fes 
dérivée de y pour une valeur quelconque de .x"est 

égale à la pente de la tangente à la courbe FéPrÉReeS 72 
ie au point correspondant. + 

133. Application des dérivées à l'étude de la 
variation des fonctions. — Nous avons déjà dit … 
ce que l’on entend par fonction croissante, décrois=- 
sante ou constante dans un intervalle. FES 


3 d . Ay ee ï re, 
Lorsqu'une fonction est croissante — est positifs 


| È , . A S ET 
lorsqu'une fonction est décroissante _ est néga- 





tif, LAN si la fonction est constante, “ est noté 


Si l’on se reporte à la figure de la page 309, on 
voit que la pente de MM est positive lorsque la 
_ fonction est croissante; donc la pente de MT est 
généralement positive, et pourrait exceptionnelle- 
ment être nulle, ce qui a lieu sur la figure 57. 
De même, si la fonc- 
tion y est décrois- 
sante, sa dérivée est 
négative et peut ex- 
ceptionnellement 
être nulle. Sur Ja 
figure 58, on a re- 
1e plusieurs 
_ courbes; en N la 
_ fonction décroît; en 
M elle croît; en S 
elle croît aussi, bien que la dérivée soit nulle. 
_ Enfin, en P et Q la dérivée est nulle; au point P la 
fonction qui était décroissante avant P (de N:en. Ph 
devient croissante après P (de P en M); au point Q 
c'est le contraire. Le point P correspond à un 
minimum et le point Q à un maximum. 
_  Dérinirions. — On dit qu'une fonction ? y est 
mazimum pour une valeur particulière de x, lorsque 
sa valeur est supérieure aux valeurs voisines; elle 
est minimum lorsque sa valeur est inférieure aux 
_ valeurs voisines. Les maxima et minima ainsi définis 
sont appelés quelquefois maxima et minima relatifs, 
_ quand on veut les distinguer des maxima et minima 
 absolus. Mais lorsqu'on emploie sans épithète les 
mots « maximum » où « minimum », il s’agit tou- 





Fig. 57. 





















jours d’un maximum ou d’un minimum relatif. On 


ce 4 5 Y - 
+ “ 4 d 

2 . s _ == « & 
CAR d , 











| 


Fig. 58. 





. peut résumer aïnsi les résultats que nous venons 
de déduire de l’étude des figures. ; 


Je Taéorème I. — Lorsqu'une fonction est croise 








ne Le 1. Il est clair que les résultats que nous énongçons; et que nous 
avons obtenus par la représentation graphiqué, ne sont né 
que dans les cas où cette représentation graphique s'applique, 
ce qui est le cas pour toutes les fonctions simples que l’on a à con: 
‘sidérer dans les éléments. Pour ces fonctions simples, la représen | 
tation géométrique donne une courbe continue, ayant en chaque 
point une tangente, cette tangente elle-même variant d’une 4 
manière continue; les fonctions ainsi définies ont un nombre 
limité de zéros, d’ infinis, de maxima et de minima. Lorsque l’on 
ne fait pas toutes ces hypothèses, c’est-à-dire quand on consi- #4 
dère les fonctions les plus générales, la démonstration des théo- 
‘rèmes devient plus malaisée et sort complètement dé notre cadre. 


+ 
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_ sante dans un intervalle, sa dérivée est positive, sauf 


en un nombre limité de points exceptionnels où elle 

peut étre nulle; lorsqu'une fonction est décroissante 

dans un intervalle, sa dérivée est négative, sauf en 

un nombre limité de points exceptionnels où elle 
A » . 

peut étre nulle; lorsqu'une fonction est constante 

dans un intervalle, sa dérivée est constamment nulle. 


THéorèmE Il. — Réciproquement, lorsque dans 


- un intervalle, la dérivée d'une fonction est positive, 
la fonction est croissante; lorsque la dérivée est 
négative, la fonction est décroissante; lorsque la 
dérivée est nulle, la fonction est constante. 

TaéorèMe III. — Lorsque la dérivée est rûle 

_ pour une paleur particulière de la variable, on doit 
rechercher si, en s'annulant, elle change ou nôn de 
signe. Si la dérivée passe du négatif au positif en 
s’annulant lorsque la variable croît, la fonction 
d’abord décroissante devient croissante : elle passe 
par un MINIMUM; si la dérivée passe du positif au 


négatif, la fonction passe par un MAXIMUM ; enfin, si. 


la dérivée ne change pas de -signe, la fonction reste 
croissante ou décroissante suivant que la dérivée est 
. positive ou négative. 
134. Calcul des dérivées de fonctions simples. 
I. Fonction linéaire. — Soit : 


y = ax + b, 


la fonction linéaire; on a (n° 91) : 


La valeur de 5 ne dépend pas de Az; elle reste la 





_ même lorsque l’on suppose Ar — 


2 
dx 


"OS 


IT. Fonction du second degré. — Soit * 


| HET SAR 
On a : 
Nr et +de + An) 


". 


: et, en retranchant : 
= — 2ax x + a(Ax x)? + bAx 


Bye — 24ax + b + ax. 
Ax | 


: En remplaçant Ax par zéro dans le 
membre, il vient : 


) dy | 2 
TT 2AX b. 
IT. Fonction du troisième degré. — Soit : 


yat hat td, 
On a : : ce 10 
+ Ay = a(x + Ax} + ess Az) ol SON +da 
— ax + 3ax?Âx + 3ax(Ax)? + a(Ax) nes à 

+ ba? + 20xAx + d(Ax) + ex + cAx + d 


ee — Ba? + abx + © + SaxAz + a[Ax) + dx, 


et en remplaçant Ax par zéro. dans Me D 
Le membre : ” “2 
dy = 2 ee 
Te — 34% + 20x + 0. 











. Nous avons ainsi vérifié pour les trois premiers 
degrés, les seuls pour lesquels nous aurons à l’uti- 
_liser, la règle suivante, que nous énoncerons d’une 

- _ manière générale. 


RÈGLE. — La dérivée d'un polynome est un poly- 


nome qui se déduit du polynome donné en multi- 
pliant le coefficient de chaque terme par l'exposant 


de la variable dans ce terme, et en diminuant cet 


exposant d'une unité. En particulier le terme cons- 


tant se trouve supprimé, car l’exposant de la variable 


y est égal à zéro et le produit du coefficient par zéro 
est zéro. 
IV. Fonction er liete — Soit : 


Aa +6 
. — ax + b? 
Fe j on A 
; AVE Fete ax bis 10: (ab'— ba”)Ax 
a'(x+Az) + a'x+0" [a (x+Ax)+b'|(a x + b") 
Ay _ ab! — ba’ 


æ  (a'x+V' + a'Ax) (a'x + b”) 
et, par suite : MES 
‘ dy _ ab'— ba’ 
ETS FRS (ax ue UE 





Telle est la dérivée de la fonction homogra- 


_ phique; nous ne traduirons pas cette formule en 
_ langage ordinaire parce quil n’est pas nécessaire. 
_ de la retenir; un calcul simple donnera la dérivée 


_ de chaque tue homographique particulière. 


ee 
+ En particulier, si l’on a : 


. 

"2e 

- 

1% ee 
a 

+ 

: 











© V. Fonctions trigonométriques élémentaires. É 
Soit: ù | : | 
ge y COS x, 


on a = 


7 AY — cos (x + Ax) — cos x = — sin (z +4) n 


Donc : 


devient égal à l’unité; on a donc : 


VTT EER 


Soit maintenant : 
ER y —=sinv, ÿ 
on a : 


1 . K 
_ Ay=sin Le + 4e) — sin x = 2 sin 2 cos (242) 


x 
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cet un caleul analogue donne & 


: Re: d 
PE : cos x. 


é | Mn 
Soit enfin : 
y —=ig x. 
On'a : 
4 sin æ su ATPCsin Z sin ÀÂx 


Ay=tg(x+Ax)—igr— 


Donc : 
Ë dy sin Ar I 


Az Ar cos (x + Ar COS x”. 


…. 40 ? 
à -et enfin : 
D: LATE | 


dx cos x 





Résumons les résultats de ce paragraphe en un 


Rebel, 


135. Application à l'étude de la variation des 


l 


à - 
à 
: 
D 







nome : AVE 
. à û y = ax? + bx + ec. 

, à LE EE 

Ÿ dy FA 1: 

Es D=rar+b= af +), 


Si a est positif, la dérivée est négative pour 
LR b me 

..  x<—-—etpositive pour z>——;pourx=—— 
b -< 24° RUINEEE sa? 24? 
y est minimum. Si a est négatif, y est maximum 


x | b ee 
pour = — pe Ces résultats concordent avec ceux 


cosfx-HAx) cosx — cos G+Fasjcose 4 


tableau (voir p. 318). ; ; e. 


fonctions simples. — [. Considérons d’abord le tri- 


















y = ax + bd 







y—= ax? +bx+e , y'= sax + b 





y = ax LH bx?+Hex+<d .y'= 3ax? + 2bx% + ec 






__ax+b Le as 
RCE Se T— (ax +07 ce 













que l'on a déduits de l’étude directe du trinome. de. 
IT. Soit à étudier les variations de la fonction NUE 





e. : ER y = a — 62? + 9x + 6. 


dy 
7 pa 
“hr 127 + 9. 


aq dérivée est un trinome du second degré don 
les zéros sont : | + TOCROEE 


te 


T'— 





ESPTe 








| Bmp entre 1 et 3. Donc pour x—1, y est 
_ maximum; sa valeur est : 
3 1—6+9+5=9. 
sr _ Pouf z = 3, y est minimum; sa valeur est : 
É: 27 —54+27+5 —=S. 
D'ailleurs, on voit aisément que pour æ—0, 

“FA que pour T——D, yY——X, et pour 
_ Z=æ+0,y—+o, car lorsque x est très gr 
_ en valeur absolue, le.terme le plus grand est 4°, 
_ dont le signe est le même que celui de tj exemple 
RL pour. T—— 100, on a : 


\ 





_Y—=— 1 000 000 — 60 000 -— 900 + b Lo 


> et pour æ— +- 100 : 





(y= + 000 000 — Go 000 + go0 + 5 > 0. 


On conclut de ce qui précède que la courbe repré- 
__ sentative de la fonction y a la forme suivante (fig. 99). 
. On voit sur la figure 59 que le maximum À n’est 
+ pas un maximum absolu; en D, y est plus grand 
_qu en À ; de même en C, y est plus petit qu'en B; 
_ mais en A, y est plus grand qu'aux points voisins: 
É et en B il est plus petit qu'aux ROUE Poisins. 
HI. Soit la fonction : Ë 
# 


. 
Be 
FA 
% 
ns 













On trouve : 
ZH+AT—2 X—o ONE 


CUS Ame m3 (5 + Ac 3e 3j 
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et, par suite : 
dy : —:1 


dx — (x — 3} 


L 


La dérivée est constamment négative; donc la 
fonction est toujours décroissante. Mais ce serait 





Fig. 50. 


une grave erreur d’en conclure que pour x2=5, par 
exemple, la valeur est plus petite que pour x3—0 : 


pour x—0, On a y—= 


DIS IR 


pour 4=9, on 47 




















‘at Fe Eo Hero il n'y a pas en ce 
point de dérivée, puisque la fonction elle-même 
_ n’est pas définie; on doit donc envisager séparé- 
ment l'intervalle compris ‘entre o et 3 et l’inter- 
_ valle compris entre 3 et 5; la fonction est bien 
| décroissante dans chacun de ces intervalles. 3 
Ceci nous montre l'utilité de la remarque sui 
“SR #4 à 
re, REMARQUE ESSENTIELLE, — Lorsque l’on étudie les 
variations d’une fonction à l’aide des dérivées, on 
: doit envisager séparément. et successivement des inter- 
alles de valeurs de la variable, tels que dans chacun 
eux la fonction ne devienne pas infinie. 





















“II. THÉORIE BASÉE SUR LES LIMITES 


_ 136. Limites. — Étant donnée une fonction y d’une 
RSS æ, on dit que y a pour limite D lorsque x tend 


5 que 7 diffère de b aussi peu que l’on veut: 

a une manière ous précise, il faut que si l’on se donne un 
I 

HAE Sr EE ereS 

1000 100 000 





ou 


on puisse, ce A étant donné, flics ua 


. iesveno comprenant & et tel que, lorsque x est compris 
dans cet intervalle, la valeur absolue de la différence y — db: 
_est inférieure au “bre donné. Naturellement, si l’on sup- 
| pose ce nombre donné de plus en plus petit, l'intervalle 
pour x deviendra aussi de plus en plus petit; mais cetinter- ner 
valle devra exister quel que soit le nombre donné. 
Par exemple, soit : À 


2 Bone. — Algèbre, 2° cycle: 21 





| Lorsque x en vérs ÿ ‘a pour limite 5; er 
: “quons que ‘la valeur absolue de Y —6 s 






A il suffit que : 










_ 10 00 
pue æ? — 2% — 3, 





. . »s « I 2 ” F ñ 4 à ci 
soit inférieur à ——— en valeur absolue ; or, on a: ’ 
10 000 1 fe 


















Si l’on suppose æ compris catre 2 et 4 ent compris <e 
entre 3 et 5 et pour que le produit (x + 1) (æ —3) soit infé- 














. < I à 
rieur en valeur absolue rene il suffit que x—3 soit 


à 2 


inférieur en valeur absolue à nd est-à-dire que l’on ait: 
PA *S L 





Le E 000 © 2 8 Le 000 


Lorsque x est dans l'intervalle défini par ces inégalités, 

. on est assuré que la valeur absolue de 7 —6 est De 
1 

10 000 








; et nous voyons en même temps que si nous avions 


< 


LA . I si I = - : 
choisi un nombre autre que ————, par exemple ———— 
1 LE T6 000! P | PE 000 000 o 


100 000 000 
intervalle pour æ. \ Len 

On peut énoncer la définition précédente sous une forme 
tout à fait précise en disant : RS. 

Dériirion. — On dit que ÿ tend vers la limite a lorsque 
tend vers a, si étant donné un nombre positif arbitraire CE 
est nie de déterminer un nombre positif k tel que lé 
inégalités : rs 


a—h<x<a + h, 
aient pour conséquence : 
b—e:< Ye A 


Par exemple, dans l'exemple DÉS pour ne 


, nous aurions trouvé par la même méthode un 













- ir piopriste élémentaires des limites. Anprriox. — 
Si plusieurs fonctions y, z, t d’une même variable x tendent 
_ respectivement vers des limites b, c, d, lorsque x tend vers a, 
la somme y + z: + t tend vers la somme b + c + d des limites. 
_ En effet, d’après la définition, étant donné un nombre arbi- 
pour , on peut déterminer un nombre b, tel que les i inéga- 

 lités ‘ 


= LA) | EC nl Le ME OC m7 OR 























* A | i De. 


Rte moe, 
& 
à un nombre k, tel que les inégalités : 


_@ | | : a—h <a £a, 


“HO î Bot d—e<t<d+e. 
Soit hk le plus petit des 3 nombres h,, h;, h;, les inégalités : 


F0 o a—k<e<a+k 

s L | = 

entraîneront les inégalités (1), (2), (3) et par suite les inégane 

_ luüés(r)', (2), (3). Ces inégalités étant de même sens on peut 
les ajouter, ce qui entraine : 


-@y \ be +d—&<y+e ee rs 


Pour démontrer que ÿHz—+t a pour limite b+c ME 
rsque x tend vers a, il faut. montrer qu'étant donné un 





CRD CS at 57 MS RAL LES NS pile Dr 





nombre , tel que les inégalités (4) entraînent les inégalités 


précèdent, on en déduit le théorème suivant qui les com- 


ALGÈBRE 





Fobre positif arbitraire (que nous. ‘pouvons appeler 8, en 
appelant € le tiers de ce nombre), on peut déterminer un 


(4). Or, pour déterminer le nombre k, il suffit de déter- 
miner À,, k,, h; de manière que les inégalités (1), (2), (3) 
entraînent (1), (2)', (3)', ce qui est possible par hypothèse, 
quel que soit le nombre €, et de prendre pour À le plus petit 
des nombres ,,h,, h3. 


MULTIPLICATION PAR UNE CONSTANTE. — Si la fonction ÿ 
tend vers b lorsque x tend vers a et que À désigne une cons- 
tante quelconque, la fonction Ay tend vers Ab. A 

Nous voulons avoir les inégalités : : 

(5) Ab—e< Ay Z Ab+e. à 

Or, si nous divisons par À, nons aurons : es 

Si À est positif : PRE 

5 “à 
et si À est négatif : | s, 
é 

Désignons par €’ le te à si À êst positif et le quo- 

tient —— Le si À est négatif; nous aurons dans tous les cas : 
He 4 


(6) bre, <y<b+e, 


e’ étant un nombre positif. 

Les inégalités (6) sont Sqtupalentes aux inégalités (5); e 
quel que soit le nombre positif e on peut, par hypothèse, us 
déterminer le nombre positif À tel que les inégalités : 2) 


(7) a—h<z<a+h LOIRE 


entraînent les inégalités (6); donc, quel que soit le nombre = 
positif e, on pourra déterminer &’, puis k de telle manière 
que les inégalités (7) entraînent les inégalités (5), C. Q. FE. D. 

COMBINAISON LINÉAIRE. — En combinant les résultats qui 









prend cofnme cas particuliers. 















By + Ce + Dé, 


Bé + Ce + Da, 





_ lorsque x tend vers a. 
—. MuzripLiaaTion. — Soient y et z des variables qui tendent 
respectivement vers les limites b et c Rue x tend vers a; 
Le produit yz tend vers la limite bc. 
| Supposons d’abord b et c positifs et choisissons un 
ombre e tel que b—: et c—: soient positifs; on peut 
_ déterminer un nombre k tel que les inégalités : | 


SFea LOIS | | a—h<r<ath 


entraînent : 


n, 








c—e<z<c+e 


Ces dernières inégalités ne renfermant que des nombres 5 
positifs entraînent : 


DS ire 


Le 


Mate 


C’ est-à-dire : LE 


ui bee + D 4e Lys Lea O TE 


0 


ei à fortiori : : 3 


(0) CEA: bco—e Lys <bo+e, 





S Vas +e2. 


B+(b+oece. 


À À ll uffiva en effet de prendre e inférieur à la racine posi-. 
; tive de Sienne DER 





























_car cette équation, e' étant positif, a deas a racines ad signes 

contraires, 

: Donc, étant donné un nombre arbitraire positif €, on 
__ pourra déterminer un nombre positif e par l'inégalité (11), 4 
déterminer ensuite, ce qui est possible par hypothèse, le” 

nombre positif k tel que les inégalités (8) entraînent les iné- 
galités (9), et il en résultera que les inégalités (8) entraînent 

les inégalités (10). 

Le théorème est donc démontré dans le cas où ia et c sou 
positifs. Soient maintenant b et c quelconques et B et C deux 
constantes, telles que B + b et C + c soient positifs; 4 jee Bb 
tend vers b + Bet z + C vers c LC, donc : 


(y +8) (+ 0) = y: + Br Cy + BC, 
tend vers : M 
(b + B)(c+ C) — be + Be + Cb + BC: Fe 
Or Bz + Cy + BC tend vers Bc + Ch el” donc ÿz tend. 


_vers bc. LE 
Généralisation. — En appliquant successivement M 
fois les théorèmes précédents, on arrive au théorème RE 
suivant : 
Tuéorème. — Soient y, z, t un nombre quelconque de varia= : 
bles qui, lorsque x tend vers a, tendent respectivement vers 
les limites b, c, d; et P (y, z, t) un polynome quelconque en 
_ y, 3, à à coefficients constants; lorsque x tend vers a, la ; 
valeur de P(y, z; t) a pour limite P(b, c, d). 
“RS Division. — Supposons que lorsque x tend vers 4, y inde 


< 





vers la limite b différente de zéro 1; je dis que” tend vers “ee 


Nous pouvons nous borner au cas où b est positif, car si 


4 LE 





. I me paraît qu'il n’y aurait que des avantages à dire qu’ une 

vari Hit: qui augmente indéfiniment tend vers la limite © ; o 

aurait ainsi des énoncés plus généraux, dans lesquels les valeurs 

particulières o et ne se distingueraient pas des autres; mais il 

m'a semblé qu'il n’y avait pas lieu d'introduire ici cette fotne de: 214 

langage, assez en dehors des habitudes actuelles : je me RARES sus 
donc aux définitions classiques. ere 





positif tel que Ne ee soit UE ne que soite, on pourra : 


CES un Le positif À tel que les inégalités : 
; a—hEr<a+h. 


+ LARMES 


je ces inégalités donnent, HN b—:, y, b+e ‘sont, 
positifs : : | 
J L Sur LA I LE 

D oc 


44 er ces inégalités s sont du premier degré en € et donnent, eS. 
D rem. a - 













“ —— 1 — Fe 2 
<! , 


(16) ali 247 MR 








— AE 





















L'inégalité (15) entraîne Linégalté (16); il ES done, 
étant donné le nombre positif -’ quelconque (nous pouvons le. 


supposer inférieur à 5): de choïsir un nombre positif € véri- 


_ fiant l'inégalité (15) et de déterminer ensuite k de telle 
manière que les inégalités (12) entraînent les inégalités (13): 
elles entraîneront aussi les PRES (141. C.:Q° FD 





Remarque. — On Der <=; donc si y et z tendent -vers | E 






_ les limites bete cet que c ne soit pas nul, J , tend vers À. LS 








138. Fonction continue. — On dit qu'une fonction x 
d'une variable x est une fonction continue pour une valeur 
_ donnée de x, x — a, lorsque cette fonction a une valeur 
_ déterminée b pour x — a et pour x voisin de a et que la 
limite des valeurs qu’elle prend lorsque x tend vers & est. 
précisément sa valeur b pour x— a. + . 
__ Cet énoncé exprime deux faits principaux : 1° les valeurs, 
supposées déterminées, de la fonction, {endent vers une. 
limite lorsque x tend vers a; 2° cette limite est b. 
__ Il résulte immédiatement de cette définition et du théo- : 
rème de la p. 326 que st y, 2, t, sont: des fonctions continues F 
de x, tout polynome en y, z, t, à coefficients constants, est. 
une fonction continue de x. 7 

- En particulier, x est une fonction continue de x; donc tout 
à polynome en x est une fonction continue de x. 

Enfin la remarque qui termine le paragraphe tn: 
entraîne : le quotient de deux fonctions continues est une 
fonction continue, pourvu que le dénominateur ne soit pas 

nul pour la valéur considérée de la variable. Fra 

139. Dérivées. — On appelle dérivée d’une fonction LU 





















A | 
limite du rapport 4 x ,de l'accroissement de la fonction GI 


à +. 


l'accroissement de la CRE si cette limite existe, lorsque 
_Ax tend vers zéro. + Riee 


un même le : x FR ER TE des dérivées pour x = a, 


ur s somme y + z+ t admet une RorTEes laquelle èst eg 
la somme des dérivées. 


non a, en effet : | 


A+: < AUS Az, At 
MAR =RHRHS 


"Ne Ja fonction : 


_ Plus généralement les fonctions L'on RER pour déri- 


" 


By + Ce+ Dé, 


où 3, C, D sont des constantes, admet une dérivée GIE est : 


By + Cz'+ De’. 


Cie +2, 


c’est-à-dire qui s obtient en ajoutant He produits de chaque 
. par la dérivée de l’autre. 


En effet, on a : 


A(yz) = (y + Ay) (z + Az) — yz 
Æ eu + <Ay + Ayde. 
A(yz) _ 


e Ay Az 
Ars RE 7 À Az At 


Az à 
Lorsque Ax tend vers zéro == tend vers 2’, 
Ax Lies 


; de _vers zéro; ce second membre a donc une fat qui est : 


y + EY Eyr Xo—=yz +zy 


L 


= year 
CU D: 





tions, mais supposons de rt essentiellement :# - 
tient? admet une dérivée qui Ft 2 3 se 


En effet, on a : 


Comme : + Az tend vers z, quin'est pas nul, on a : 


#) R 


z2 


Dérivée d’une fonction de fonetat, — Soit # une fo RES 
tion de x, x étant lui-même une fonction de #; si # varie, à 
or Varie et par suite y varie; y dépend de t par l'intermé 
Le diaire de x}; y est dit une fonction de fonction. 
_ Tnéorème, — Si y admet une dérivée par rapport à æetæ 
une dérivée par rapport à t, y admet par rapport à t un 
_ dérivée, qui est égale au produit des deux précédentes. É 
En effet, si l'on donne à { un accroïssement At, x pren | 
un accroissement Ax et y un accroissement Ar; sona: 
Ay_ A A% 
A Re M 
Par hypothèse, les deux terres du second membre ten- 
dent respectivement vers les limites! T'ecet 10%: donc 
Dies membre tend vers une limite 7 , et l on a : 


* Yr= RES 


Ce que l’on peut écrire aussi : 


. L'indice x He que l’on prend la dérivée per rapport à. ” 
on énonce °y par APR à æ. 
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140. Calcul des dérivées. — La dérivée de # est évidem- 
ment 1; la dérivée de +? s’obtiendra par la formule : 
(yz) = yz" + 2y", 
\ re 
en y supposant ÿ— 3— x; il vient : 
(æ@2) = 1 + 1.% — 2%. 


La dérivée de #? se déduira de la même formule en sup- 
- posant : 
= 1 d'en: AR 
(a) — 8.1. aùix = 302. 
Plus généralement, supposons établie la formule : - 
(an — 1) = (rR — rhæn — 2, F 
et cherchons la dérivée de x”; nous ferons : 
= an —1 = #, 
et il viendra : ; 
(æn) = (yz) = an —1r L(n— 1)an—2a = n ani, 


Donc, la formule se démontre de proche en proche pour 
toute valeur entière de 2: on en déduit la règle de, dériva- 
tion d’un polynome donnée page 315. 

Exempze., — Calculer la dérivée de : 


3202 — + + x5 — 3, 
: Il vient : 
6x — 4x3 + 5x4, 
141. Applications. — Calculer la dérivée de: 
y = COS 3%, 


si l’on pose 3x —t. 
On à : 


Y = COS t pen PTE 
y est une fonction de fonction et l’on,a ici : 


Ya = Y'il» = — sint. 3 — — 3 sin 3x. 
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On trouverait de même les dérivées suivantes : 


— sin at l— a cos ax \ 
y y 
a 
og OA 144 1 PR 
ÿ 8 ÿ cos ax 
— cos 3% !— — 3 cos 2x sin x. 
y 


| LPS. L4 i 
Pour calculer cette dernière dérivée, on pose cos x =, 


EXERCICES SUR LE CHAPITRE IX 


171. — Calculer directement les dérivées des fonctions 
suivantes : 
y —=927—5 
y—=3x? —67+h 
y = had — 272 Æ 5x — 3 
y = Bt — 5x? + 3, 








172. — Calculer directement les dérivées des fonctions 
suivantes : < SEX 
__æ—38 
A re Ta hi. 
__2x7 —3 
# TL" 
_2t7—6 z 
PT h— 35 
173. — Calculer directement les dérivées des fonctions 


suivantes : 








Er 

Ta — 7: 

= 3x? —5 

Om —r 
he? — 5x + 3 


1 5nx 


y = cos 2% — 3 sin æ 


y = % Sin x. 


y = h cos? x — 5 cos x + 3x 
y = h sin x cos x — cos 5%. 


érivée ee la dérivée première (la dérivée première est celle 
que t nous avons définie); on la désigne par y”. Si l’on sup-. 
è pose 7, Y’, ÿ' positifs tous trois, la fonction est croissante et, 
> plus, ja peu y’ de la tarpente est croissante, puisque la 
É dérivée 7° ’ de y’ est positive. Quelle conséquence géométrique 


Eee peut-on en déduire relativement à la concavité ou convexité 
d os Harper Dane ceci à la parabole et à l'hyperbole, 





CHAPITRE X 

ÉQUATION ET TRINOME DU SECOND DEGRÉ, 
CAS OÙ LA VARIABLE | 

EST UNE FONCTION CIRCULAIRE 















Er: 


VS 


I. ÉQUATION DU SECOND DEGRÉ DONT LE PREMIER LA 
MEMBRE EST UN TRINOME PAR RAPPORT A UNE De 
FONCTION CIRCULAIRE 


Es < 
pr 29 


142. Examinons d’abord le cas où la fonction cir- - 
culaire est une tangente; l'équation est de la forme : u 


* | atg®x + btgr+c—o. 


La tangente poüvant prendre toutes les valeurs ‘3 
la seule condition est que l'équation ait des racines, $ 
c’est-à-dire : ÈS 


b?— Lac To. 


Dans le cas où la fonction circulaire qui y ei 
est un sinus ou un Cosinus, cette condition ne suffit 
plus : il faut non ete que équation du CORDES 
degré ait des racines, mais pour convenir celles-ci 
doivent être comprises entre —1 et +1. On est. 
donc ramené à un problème d’algèbre qu'on 2 0 
traiter. Si l'équation est à cocfficients numériques, 
on choisira parmi les racines celles qui sont com- Se 


prises entre — 1 et +1. ES Pe à 


Si dans l’équation figurent des paramètres varia- 4 
bles on fera une discussion pour voir, suivant les. 











sine — sinæ+3—0. 
< Posons y —=sin x et considérons l’ ‘équation : . 
fu) = 2%" RtÈ Re 
)n voit immédiatement que | 
f+i)=—-2, f(— 1)= 712 


il y a Les des racines et l’une d’elles seulement 
est comprise entre — 1 et + On irouve effecti- 


1 qe Vig— ah 
Er 
FLAT 49 — 2 
y LErRR 


—T Apt KT 
re NA ES 2AT. 


_ Aurre EXEMPLE. — Discuter l’équation : 
\  meos?®x— (m—1)cosà + 1 —0. 


_ Considérons : 4 


à ÿ fy)= my? — m—1)y+1=0 
Calculons f{) et Â— on trouve : 











Supposons d bad m à Dre fi) et f(— 1) Lu. 
de signes contraires; ceci nous Re que l’ équa- Es 
tion a des racines et que l’une d’elles est comprise Le 
entre — 1 et 1; et comme f{(r) est de signe con- 
traire de 72 Fr de y? il y a uneracime 1 
et une T1; c’est done la plus petite que je dési= 4 
gnerai par 7 qui convient. à 

Si.m > o il faut former la condition de réalité 
























(m — 1 —4m> 0 

ou | 
m—6m+1>0. 

__ m doit donc être 

<3—V8 


>3+48 PE 
fa) et /(— 1) étant du même signe que . m; coefi- 





cient de y°1l faut regarder la demi-somme : 






nous voyons qu'elle est 1 car me RS revient 


à dire m>— 1 et nous avons supposé m0 les 
| deux r racines yet y’ sont donc < Ie Se 







ù . M — 
nous voyons qu'elle est >> —1 si —— I ou 


m> 3- Condition vérifiée quand m > 3 + V8 mais 





qui ne l’est pas quand mL 3 NB: car ME <3 


comme on le vérifie aisément. 
Donc en résumé 





1 


Si 0 <m < 3 + V8 pas de racine Ada se 


pas de racine du tout. : 
Si m>3-+V8 deux racines CA y" comprises 


à entre — 1 et +1. 
. 
| II. VARIATION DU TRINOME DU SECOND DEGRÉ 
OÙ LA VARIABLE EST UNE FONCTION CIRCULAIRE 

| 143. Considérons le trinome : 
ES y = 2 sinèr — Esinxr +2 
128 
+ posonsz—sinr,ona - 
Ro 
E y—=23 —bz+a 
Es quand æ varie, z est une fonction de x et y une 

fonction de 3, nous avons donc une fonction de 
fonction. Or, nous avons étudié en algèbre la varia- 
: tion d’un trinome, et en trigonométrie celle des 
3 fonctions circulaires. Donc, en superposant en 
4 quelque sorte, ces deux variations, nous aurons 
Le _celle de y. 
: Tout d’abord il suffira d'étudier cette variation 
4 


quand x varie de o à 27 car sinx admet la période 
2retil n'y aura qu'à retracer la courbe que nous 
obtiendrons, à gauche et à droite, indéfiniment pour 
_, avoir la représentation de la variation de y quand x 
varie de — 60 à + d. 

_ Orle trinome : 


À 
È SEE y—= 2 — 5: + a | 


5 
_varie en sens inverse de z quand 3 > 7 et varie au 


4 
M + 
. 


À Bonee. — Algèbre, 2° cycle. 3 22 






























dernière circonstance ne se cn. Das ie : 
l'exemple actuel car z, qui est un sinus, n’atteindra 


jamais la EUR - qui est > 1. Ce trinome variera 


4 


donc toujours en sens inverse de z. 
= Quant à la variation de 3 quand x croît de o à 2T 
_elle est bien connue; je la rarpeile dans le tableau 
suivant : 


37. 


x 0 = T — 27 
2 72 F Lee 
_ z=—=sinx|o croît 1 décroît o décroît —1 croit o. 










OP DOUTS NT 0, ME 0, ya 





L=——VT AZ 0, Am; 





Nous pouvons donc compléter notre tableau, qui 
devient: Le 








à se | | Fe = 

s rar 4 T — , L AÈE 

ÿ ; 2 2 F: 

2%41:0: croit 1 décroît o décroît —1 croît o. 
x | 2 décroît —;r croît 2 croît 






ù es ‘de sinx sont les mêmes 2 par de 
- aussi celles de y. Pour la même raison les arcs de 
_ courbe DC et DE sont symétriques par rapport 







à DD’. Si on voulait la courbe représentative de ? y s 
; Da x varie de —@ à + il n’y aurait qu'à 
répéter indéfiniment la courbe précédente à gauche 
et à droite. Toutes les droites telles que BB’ et DD’ 
_ seraient des axes de symétrie de la courbe totale. 


AUTRE EXEMPLE. — Étudier quand x varie de —T 
ira | va se 


+ 70 e CRE . $ ; 
— à + 7 la variation du trinome : 
| Y=— 2tghe + fige + 1 74 re 
Pour z=—=tgr, le trinome : | | 


Y=—2Ÿ +434, 



















dans lequel le coefficient de 5 @t négatif variera 
dans le même sens que z quand z sera plus petit 
que 1 dans le sens inverse quand z sera plus grand 
que r. Or prend la valeur 1 quand x passe par 1e 1 


oleur F Nous AVORS donc le tableau suivant : 


e 7% 
nn en O _ 
S 2 \ | PAS 2 








ip —— © croît 0 ‘CrOH T2 COTON 
y — œ ‘croît r croit" 3-décrohts 


max. 








__ On tracerait bien facilement la courbe. Les droites 


=" et x=—° sont des asymptotes. Enfin au A 


. T . Se 
point se Ve loe 3 on a un maximum avec tangente 


Lart 





LRO 


,  AuTRe ExEmPLE. — Étudier quands æ varie de 0: 
à 4x la variation du trinome : 





y —=—sin?x + sinx +1 
Posons z—sinx, le trinome 
v= — 3° WE Zz+1 
varie dans le même sens que z quand z est plos. 


| I 
petit que En et en sens contraire de z auand Le est. 


plus grand que = ; il y aura donc un changement 1 ‘4 


sens dans la variation de y quand le sens de varia- 
tion de z changera et aussi quand + passera par À 


I 7 
une valeur telle que sinx—->. Pour la variation à 24 


# +. FT 





A LA A L 5 5 A ’ A A # (4 
i croit décroîtr croit pe CNeit idécroît—:crot 1 


be au point G qui correspond à A 2T ol suffit de retracer 
la courbe à droite pour avoir la variation de o à 4T, +4 
_ qu'on demande. ae, 
_ Remarque. — Les ares CB et CD sont symé=. ; 
triques par rapport à CC’, les arcs FD et FH par 
D. à EF les ares IH CAR | par es a IF, 














- Ja fonction circulaire z. 
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_144. Cas général. — Soit le trinome : FRA NES 


y— az + bz + c où z est une fonction circulaire. … < 
Supposons a >0o. Dès lors ce trinome varie en 


; E 
sens inverse de z quand BE E dans le même 2e 


= : 


sens si 3 —>——" “Fe a, <. 


24€ / g 
Si z est une tangente, on cherchera les valeurs + 


pour lesquelles tg x = —. Et la variation de y = 


24 
changera de sens non seulement quand celle dé 2 
changera mais aussi quand z passera par. la valeur 













th fes 


FT Si 3 est un sinus ou un cosinus il faudra died 


tinguer trois cas. 
°Si— 21 z restera toujours plus petit que … 


—— et y variera toujours dans le sens inverse de z. … 
24 FR 


2° Si—1 nor 1 il y aura un changement 4 


de sens dans la variation de y, non seulement. ; 
quand | le sens de la variation de z changera, ” 
mais encore quand x passera par une valeur pour 
laquelle : 

b 


2—=——. 


24a 


30 Si —z- 1 z sera toujours plus grand qu 


Dors : RS | AS 
—— et y variera toujours dans le même sens que 
24 ë ue. 


: . ° 0 
Dans le cas où ao on fait des raisonnements 


FR 
vec cette ne Se à 


6 + " 


_æ 


en sens inverse. - 
Remarque. — Comme nous l'avons fait Lena 
quer dans le premier exemple que noûs avons traité 


* l'amplitude égale la période de la eee circu- 
_ Jlaire, la courbe totale quand x varie de — œ à + 
È s’en déduisant en répétant indéfiniment à gauche 

et: à droite la courbe représentant [a variation de Re. 








ITR pis A 
*e EF TE h à à 







Fra 
Duc 
La 





II, VARIATIONS DE FONCTIONS. ee 
DONT LA DÉRIVÉE SE RAMÈNE AU SECOND DEGRÉ 





145. La théorie élémentaire des Aero ner 
d'étudier d’une manière très simple les variations 
d’une fonction, lorsque l'équation obtenue en éga- 
lant cette dérivée à zéro est du second degré ou 
peut se ramener au second degré. Nous ne revien- 
drons pas sur les variations du trinome du second 
degré et de la fonction homographique (pages 317 » 
à 921); les plus simples des fonctions que l’on peut e 
_ étudier après celles-là sont les suivantes : 
TES os Polynome du troisième degré : 
























: " Gi ) PE ax? + bx? + CX —- d 





- dont la dérivée se présente tout naturellement sous 
la forme d’un trinome du second degré = 


: 2 Ur de - z 


x 


2° Quotient d’un polynome du D degré pur 
Un polynome du premier degré : 3 


(2) __ dx? mx +n AS g 
D ot 


dont la dérivée est : 


__ (2x4) (eng) pl mem) | ER 

(px + q} # 4 

c’est-a-dire le quotient d’un ne du second 
degré par un carré parfait. | Dei 
On peut rattacher à ce cas, l’expression au fond 
identique obtenue en faisant la somme d’un binome 
du premier degré et d une fonction homogra- : 





mx + n 


F 3 RS. 

: É D Cl uér-erer 

Le F0 Hire | | 

+ _(b) ax + b re = 

Se 

. Ces diverses expressions se ramènent à la forme 
Le (2) et inversement les formes (2), (3) et (4) se 
> je 
F: ramènent a la forme (5) en y remplaçant æ par . 


à Fe ce qui remplace px#q par px; ce changement 
Le … équivaut à une translation parallèle à l’axe des x. 
É; Et Polynome du quatrième degré privé de terme 


e du premier degré : 


RON y = ant + be + cat + d 







F nié est : ! 


à M y —%az PET + 2cx = x(4ax? + 3bx + 20) 


=: _elle se réduit au produit par æ d’un trinome du 


p6tond degré. 

4° On pourrait signaler encore d’autres formes, 
Ets que le quotient de deux trinomes du na 
Rue ou un polynome du cinquième degré privé 
de deux termes; nous ne nous y arrêterons pas. 
Er 146. Exemples numériques. — La marche à 


2 _ résulte des propriétés fondamentales de la dérivée 

Fret de l'étude du signe du trinome du second degré; 
quelques exemples suffiront à la mettre en évi- 
dence. ë 


suivre pour l'étude des variations des fonctions 























y=at + 3c tr, A 
Prenons la | dérivée ; 4 
nous obtenons : 






y '—=32 + F3 5, 4 
_ Ce trinome n’a pas de 
zéros ; il est constamment 
du signe de son premier 
terme, c’est-à-dire tou- 
jours positif. La forges Ë 
est donc constamment | 
croissante. Grâce à cette 
remarque, le tableau sui= 3 
vant, que l’on obtient par # 
un calcul facile, pertes #3 
de tracer la portion de a 
courbe voisine de l'ori- : 
gine des axes : $ SE 


: 
= = © 9 ee = = Ge Ce © 




















ZX —" 29 —1 O0 NES 


y —13 —3 1: 1502 


Lorsque xesttrès grand, Q 
y est aussi très grand et du même signe que x, les & s 
branches se prolongent donc vers l'infini ra le - 
sens indiqué sur la figure (fig. 62; l'unité pour les 
abscisses est double de l’unité pour les ordonnées). 2 
On voit sur la figure que y s ‘annule pour une seule | 
valeur de x, qui est négative et voisine de zéro. c -% 
II. Étudier la variation de la fonction : 


Fig. 62. 


y = 22 — 3x? — 127 + 1. 


_ Ona: 3 
y = 62 — 6x — 12 —6 (2 —x—2)—6(x—2)(x—1). 








* 


La dérivée est un trinome -qui s’annule pour 


æ——2 et x—2; on peut donc former le tableau 
suivant : 
ZX —@ — ] Fr 2 3 + © 
y' ES O sie O + 
y croît [max.| décroît |[min.| croît 
Les valeurs de y pour x—— 1 et x— 2 sont par- 


ticulièrement impor- 
tantes ; nous devrions 
les calculer même s1 
ces valeurs de x, qui 
fournissent le maxi- 
mum et le minimum, 
n'étaient pas entières ; 
ici elles se trouveront 
dans le tableau pour 
les valeurs entières : 





T —2 —1I1 0 I 2 CEE 
y —3 8 1 —12 —19 —-8 33 

A l’aide des deux tableaux, il 
est aisé de tracer la portion de 
la courbe voisine de l’origine; 
nous avons pris, comme pré- 
cédemment, l’unité de longueur 
pour les abscisses double de 
l'unité pour les ordonnées (fig. 
63). On voit sur la figure que Fig. 68. 
la fonction y s’annule pour . < 
3 valeurs de +, comprises respectivement entre — 2: 
et —1,entreoet 1, entre 3 et 4. 

III. Étudier les variations de la fonction : 


— _ 1y—=a —6x+6. 
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; d Fe ; Ne 
#7 e” Fe 2 AA ke 
% $ 4 à , Ê % ÿ # UE UN : LU + di LE Re 
Or "348 Fa TALGÉBRE: 000078 
6 ÿ : | . 3 { LS ser Li | Dé" ne 
D. |! On'a'à Sn Fr RER 
pe cy = 3x? —6—3(x —2).. | | 
La dérivée s’annule pour x——1\2 et x= que 5: à 
on a donc le tableau : | AR. 
PR re CD + Va + V2 ST + © 4 
ë y + .0 — (Pa es 
y croit |max. décroît min. _ croît 
Il faut calculer la valeur de y pour x=Æ V2; on. : 
Ç abrège le calcul, en remarquant que l'on a ni 
TIR | 23 — 6x — x (x? -— 6) 3 ? 
D ctique, st r° est égal à 2, à — 6 est égal à — 4 et 2 À 
par suite 2°— 6x à — 4x, c'est-à-dire à 4ÿ2 pour 
z—— V2 et à — 4 > pour = V2; on a approxi- 1 
mativement : “4 
: V2 RES 
; : ENS 00e 
d’où le tableau : | 
We ER Dr. SV Elo ER V2 


æ —3 —2 11,67 NT 0,33 


Le maximum.11,67 et le minimum 0,33 sont ici. 
tous les deux positifs (fig. 64); la faction y ne É = 
s’annule qu’une fois : pour x compris entre oi 
et —2, Ê 

IV. Étudier les variations de la fonction : 





N | y= hr +3 +=. 
à Nous avons : 
| JP NL SUR E URRE SES 
Di le ME z? 












: d 
2 
(8) 





A , Rs: 17:00 re . SE 
RSR croîtimax.|décroît Dre décroît min. croît 







——. 





He ne —_o 
et oo; la dérivée 
_ reste négative et” y 4 
continue à désrotte 2e : 
la courbe a la forme 
suivante; elle admet . 
comme  asymptotes 
. l'axe des y et la droite we 
y— 4x +3; c'estune 
hyperbole que l'on 
tracera (fig. 65) en . 
utilisant le tableau 
suivant : LS 





























147. Remarques. | 
— Dans le cas où le 
trinome . du second 
degré a un zéro son. 
signe est constant; la 
fonction varie tou- 
jours dans le même 
Pig. 65. sens, mais la courbe o 

a cependant une tan- e 
gente horizontale correspondant au zéro du wi. 























É E Où ar re a cette courbe romarin rs 
5 1 change lorsqu” rem 
ique son équation ne cha ge pas lorsqu on y rem- 





+ Li) : 


Fig. 66. 









je Volace Srnultinément x par —zx et y par” —y;} à 
_ tout point M correspond donc un point M’ symé- 
=  trique par rapport à O; on dit que O est centre de 
da courbe. 

Re La plupart des AnEpee que nous avons tracées 
L Sur celle de la fig. 65) possèdent aussi des points 
_ d’inflexion; ce sont les points pour lesquels 18.5 
_ pente de la tangente est maximum ou minimum: 
Es _on les obtiendrait QUE en cherchant les maxima 








. 

É 

É 

à ; Se Rs 

vue que le point À se déplace sur un axe, c'est. 218 
*. 

24 

LE 





IV. ÉTUDE D'UN MOUVEMENT RECTILIGNE — 
AU MOYEN DE LA THÉORIE NA 

DES DÉRIVÉES. VITESSE ET ACCÉLÉRATION. | 
MOUVEMENT UNIFORMÉMENT VARIÉ 1.  : 4 


148. Mouvement rectiligne uniforme. — On dit 
que le mouvement d’un point À est: rectiligne 
lorsque les positions successives de ce point sont 
sur une même droite. Nous avons déjà étudié le 
mouvement rectiligne le plus simple, qui est le 
mouvement uniforme; rappelons les principaux 
résultats obtenus-à ce sujet (n° 26 et n° 92). Consi- 
dérons un point À qui se déplace sur un axe; on 
dit que le mouvement du point À est uniforme. 
lorsque les espaces qu'il parcourt dans des temps. 
égaux sont toujours égaux, quels que soient Ces 5 
temps égaux. AA 

Dans cette définition, il ne faut pas perdre de 


_ 
fe 
4 


à-dire que des espaces ne sont considérés comme 
égaux que s ‘ils sont égaux en valeur absolue et de 
même signe. 

On Anpélle vitesse d’un mouvement uniforme l” es- 
pace parcouru pendant l’unité de temps. 











1. Pour la rédaction de ce paragraphe, j je n’ai pu mieux faire que 4 
de m'inspirer des ouvrages de mécanique de M. Paul Arrezz(Gau- 
thier-Villars, édit.); je remercie l’auteur et l'éditeur d’avoir bien. 
voulu m’autoriser à emprunter textuellement quelques alinéas, dont … 
il n’y aurait eu que des inconvénients à modifier la rédaction. 














Le connaître : 1° le mouvement ; 92° le sens choisi 
_ comme sens positif; 3 l’unité de longueur ; 4° l'unité 
+ de temps. 
_ Il résulte de la ÉnrÉe de la vitesse que c’est Æ 
un nombre positif ou négatif suivant que le mobile 
se déplace dans le sens positif ou dans le sens 
. négatif. 
Re ee vitesse peut être réprésentée par un vécteur 
Gr égal en grandeur et en signe à l’espace parcouru 
pendant l'unité de temps. Cette représentation 
_ géométrique a l'avantage d'être indépendante de 
_ toute RTRONIÈre sur le sens positif et sur l'unité de 
Dur” : 
Rappelons l’équation du mouvement uniforme, 
c'est-à- dire la formule faisant connaître quel est 
ep espace e parcouru pendant un temps £, la vitesse 
à _ étant . Si cest un nombre entier, par exemple 12, 
+ on sait que l’espace parcouru pendant le temps. 12 
pcs égal à l’espace parcouru pendant 12 intervalles 
_ de temps égaux à 1; on a donc : 











Le 


+ 7 e— 12 Ÿ, 


‘ LA EME 


ou, plus généralement (voir n° 26, page 39) : 


Me 7 RO 


. L'espace est égal au produit de la vitesse par le 
temps. Telle est l'équation du mouvement uniforme 52 
“à sous sa forme la plus simple. ee 
É- on a souvent besoin dans les problèmes d’une 
_ forme plus générale, afin de pouvoir résoudre la 
question suivante : connaissant l’'abscisse du mobila 

à une certaine époque, calculer cette abscisse à une 
nr époque. 
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Sozurion. — Désignons par {, l’époque à laquelle 


‘on connaît l’abscisse du mobile, soite, cette abscisse ; 


le mobile est en A,; on se propose de déterminer 
l’abscisse e, du point À, où se trouve le mobile à 
l’époque t,. 


Or, on a, d’une part 


OA, —OA,+ A 








A 


0” 


_ 


et d'autre part : 
| AA, = o(t, — t) 


car À,A, est l’espace parcouru pendant le temps # 


0 Ao É A; 
Fig. 67, 

t, — 1, (temps positif si £ désigne une époque pos- 
térieure à £, et négatif dans le cas contraire). 
On a donc, puisque OA, —e,; OA, — e, : 

ee + pt —t,). È 


Telle est la forme plus générale que l’on peut 


donner à l'équation du mouvement uniforme. Dans 


cette formule e, désigne l’abscisse qui correspond à & 
l’époque 4, et e,, l’abscisse qui correspond à l’époque 
t,; ces époques sont tout à fait quelconques. | 

Si l’on prend l’époque t, pour origine des temps, … 
et que l’on désigne par e l’espace parcouru au bout 
d'un temps quelconque t, cette équation prend, la 
forme : 


e—vi+e,. 


Traçons deux axes rectangulaires Of et Oe, nous 
portons les temps en abscisses sur l’axe O4 et les 
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espaces en ordonnées parallèlement à l’axe Oe (voir 
-n° 92, page 187). 

Dès lors, si nous désignons par £et e l’abscisse 
et l’ordonnée nous aurons entre ces nombres la 
relation : 


e— li +e,, 


_p étant le nombre qui représente la vitesse et e, le 
nombre qui représente l’espace initial. Si l’on appe- 
lait, pour un‘instant, y l’ordonnée (au lieu de e) etx 
l'abscisse (au lieu de t) cette équation prendrait la 
forme : 


Y—= OT + E,;, 


et avec ces notations, on aperçoit immédiatement 
qu’elle représente une ligne droite. Ainsi, le mou- 
vement uniforme est représenté par une droite. 

De plus, on voit que la pente de cette droite est »; 
elle est égale à la vitesse. Il importe de remarquer que 
cette égalité est une conséquence du fait que l’on 
a pris la méme unité de longueur pour les abscisses 


_ et les ordonnées. 


Si l’on désigne par e, et e, les ordonnées qui 
correspondent à deux époques quelconques Lette 
l'on a : 

nr — Éyes Ês , 
| ; bi 

Or, 1,—1, est l'intervalle de temps qui s'écoule 
de l’époque z, à l’époque t,et e, — e, est l’espace par- 
couru pendant cet intervalle. : 

La vitesse est égale au quotient de l’espace par- 
couru pendant un certain intervalle de temps, par 
cet intervalle de temps. Ce quotient ne dépend pas 











même du mouvement uniforme. 











de l'intervalle de temps choisi : c’est la définition 
On peut écrire aussi : = 


NE 


et dire que la vitesse est égale au quotient de 
l'accroissement de l’espace par l'accroissement du 
temps. | F | 4 
Nous avons appliqué ce dernier résultat dans 
l'étude des graphiques des chemins de fer (n° 93, . 
page 191). fs 

149. Mouvement rectiligne varié. — Tout mou- D 
vement qui n'est pas uniforme est dit varié. [Imagi- a 
nons un mobile À décrivant une droite Ox d’un mou- 
vement non uniforme (fig. 68). Soit A la position du 


EE PE A EE ee 


0 A À, VW æ é 
Fig. 68. de 
sa 
mobile à l'instant t, x—0O l’abscisse du mobile à a 
cet instant; x est une certaine fonction du temps 
définissant le mouvement. | EC 
Soient A, la position du mobile à l'instant posté- 
rieur { + A, AM 0,etx + Axl'abseisse du pointA,; 
le Sao AA , que subit le mobile quand £ croît Se 


deAtestun segment dont la valeuralgébriqueestAz. | 
Si dans le sens AA, on porte une longueur ASE 








égule a ——t, le vecteur AW, dont la valeur algé- Let 


A, 
At ? 
brique est LE 


NS s'appelle vitesse moyenne du mobile = 
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St l'intervalle de temps Aë. C’est la vitesse que 
posséderait un mobile fictif animé d’un mouvement 4% 
._ uniforme et allant de À en À, pendant le même 
temps À. Si Af tend vers zéro, le vécteur AWtend 
vers un vecteur limite AV dont l'expression algé- 


AM 


.  : brique # est la dérivée x; ou Tr QU e" (1), que l'on = 


appelle vitesse du mobile à l'instant t. 
Si l’on représente graphiquement le mouvement 
_en portant les temps 
en abseisses et les 
espaces en ordon- 

_ nées, un mouvement 
curviligne est repré- 
senté par une courbe 

_ tellequeMM”M'(fig. - 

De 00). 3 / 

__ L'abscisse OP est z 
égale at, OP'àat+ Ar, 

__  l’ordonnée PM est 

égale à la longueur 
OA de la > la figure 2 et 
PM' à OA. La vitesse 
moyenne est égale à 
_ la pente de MM’ et la vitesse à l'instant t est par <= 

_ suite égale à la pente de la tangente MT au pointM 
à la courbe représentative (voir n° 132, page 309). 
_ Dans un mouvement rectiligne varié, le vecteur 
vitesse ne reste pas le même; sa grandeur change 

_ en général d’un instant à l’autre. Pour étudier la 

_ rapidité avec laquelle le vecteur vitesse varie, onse 

_ sert d’un nouveau vecteur que l’on appelle vecteur 

accélération, ou, plus simplement, accélération. 


LT & < > = 
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Imaginons un DOTE A qui décrit un axe e Ox (ig. 70) 
et soit AV le vecteur qui représente sa vitesse à un 


instant donné t{; pour nous rendre compte de la 
variation de ce vecteur, nous pouvons, sur un axe O'x 
parallèle à aOx, Dre un point À’ dont l’abscisse ‘ 


est égale à ia En d’autres termes, le vecteur OA! 
est égal et parallèle au vecteur AV. Si la vitesse de A 
était constante, le point A’ serait fixe ; le mouvement … 


0 A J V æÆ 
; 
SES EE RC a 
0’ A’ v' T2 
Fig. 70. 


étant varié, le point A” se déplace suivant une cer- 
taine loi; sa vitesse ést un certain vecteur A'V': par 
Hihen l'accélération du point À est un vecteur AJ, 


ayant son origine en À, égal et parallèle à AN. 


On peut dire, sous une forme abrégée, que l’accé- 


lération est égale à la vitesse avec laquelle varie le 


vecteur vitesse. | 

Calculons la valeur algébrique de l'accélération; 
l'abscisse x’ du point A" est par définition égale 
à la vitesse du point M : 


Mr EE hi 


La valeur y de la vitesse A'V' de ce point est donc re 





. On pourrait prendre l’axe O'x’ coïncidant avec Oz; nous les 
Eron pour plus de clarté. 


No: 
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. Ce nombre y est, par définition, la valeur algébrique 
da segment accélération AJ. 

- Nous avons trouvé d’autre part, pour valeur de 

la vitesse : 

| dx 
PT 

L’accélération y est donc égale à la dérivée par rap- 

_port à & de la dérivée de x par rapport à f; cette 

dérivée s'appelle dérivée seconde de x par rapport à 

L et est désignée par l’une des notations suivantes : 


y 7 dx 


Y — Le PRE PT. 


qui s'énoncent respectivement : x seconde par rap- 
_ port à t deux fois et d.deux de x sur dt deux. Dans 
le cas où il n’y a pas d’ambiguité possible sur la 
variable par rapport à laquelle on prend la dérivée 
on peut écrire et dire simplement x” au lieu de x. 
Dans le mouvement rectiligne uniforme, la vitesse 
est constante : l’accélération est donc constamment 
égale à zéro’; réciproquement si l'accélération est 
constamment nulle, la vitesse est constante et le 
mouvement est rectiligne et uniforme : nous avons 
déjà démontré ce résultat directement (n° 25, 
page 37); on peût le déduire de la théorie des déri- 
vées; l'équation : 
dx 
ù di: 





1. Il importe de remarquer que, dans un mouvement uniforme : 
rectiligne, circulaire-par exemple, l’accélération n’est pas nulle 
parce que la direction du vecteur vitesse n’est pas constante; 
l'extrémité du vecteur parallèle n’est donc pas fixe. Mais nous 
n’avons pas à parler ici de l’accélération dans le mouvement cur- 
viligne. 


















ayant pour dérivée o diffère de ve d une constante, 
car la dérivée de x —vt étant constamment Que 
cette fonction est constante (n° 133, page 310). 
On dit qu’un mouvement est accéléré ue Sao 

_ vitesse croît en valeur absolue; il est retardé quand 
la vitesse décroît en valeur absolue. En d’autres 
termes, le mouvement est accéléré ou retardé, sui ro 
vant que le carré #°? de la vitesse augmente ou dimi- 1 
nue. Fes 
Donc un mouvement t rectiligne est accéléré quant 

_ la dérivée de #? par rapport à test positive ; or, ona 















le mouvement est donc accéléré lorsque » et ont 

_ , le même signe; on peut vérifier ce résultat par un 
ES raisonnement direct, si la vitesse est positive, ains 
de _ que l'accélération, e vitesse croit; comme ellees 
| positive, sa valeur absolue est aussi croissante. Si Eu 
la vitesse et l'accélération sont négatives, la vitesse 

* décroit alsébriquement; comme elle est négative, 2 
on en conclut que sa valeur absolue est croissante. ne 
Inversement, un mouvement est retardé lorsque la 
vitesse et lle sont de signes contraires 
HÉT0O. Mouvementrectiligne uniformément varié. . 
— Nous venons de dire que le mouvement rectilig 
uniforme est caractérisé par le fait que son aceélé 
ration est nulle ; le mouvement rectiligne le plus ; 


LE 













Ve Ps 


te éroite de. zéro: un tel mouvement est dit. 
uniformément varié; on distingue parfois le mouve- 
ment uniformément accéléré et le mouvement uni- 
formément retardé, suivant que l'accélération a ou 
non le même signe que la vitesse ; mais nous verrons 
qu un même mouvement UDrnement varié peut 
être successivement accéléré et retardé. ES 
æ Désignons par y la valeur constante de l’accélé- 

L ration et par p la valeur algébrique de la vitesse; 
on a: 


Dans cette équation, p, désigne évidemment: la 
| valeur algébrique de la vitesse à l’époque é— 0. On “ 


2 


_ ayantune dérivée constamment nulle d’après. l'équa- 


tion G 1) est tre à une constante 2,; Li Dés ee. 23 
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On voit que x est une fonction de second degré 
de t: inversement, sil'on a: 


ne 


#, 
LM 





4 
ee. 
za + bt+e, 4 
le mouvement est uniformément varié, car on a : À 
2 2at + b | 
A pote : 
dt : 1 
: dv : 
| Ÿ —= url —= 24, 


L'’accélération est donc constante. | 4 
On en conclut que, dans la représentation gra: 
phique du mouvement, où l’on porte les temps en. s. 
abscisses et les espaces en ordonnées, le mouvement 
uniformément varié est représenté par une parabole 
dont l’axe est parallèle à l’axe des ordonnées (n° 14. 
et 115, pages 249 et 254). . 
151. Remarque. — L'expression de s en fonction 
de £ est linéaire ; on a donc, en désignant par », etp 
les vitesses à deux époques 4, et £, 


[Se 
ve! “ 


re Pr mr Ÿ è 
Lt, € TR | 


c'est-à-dire que l'accélération est égale a la valeur 
constante du quotient de la variation de la vitesse 


dans un certain intervalle de temps, par cet inter= - 
valle de temps. 


L'étude du mouvement uniforme varié se 
ramène à l'étude de la variation du trinome du 
second degré ; nous pourrions donc nous dispenser 


d'y revenir; quelques remarques ne seront cepen- 
dant pas inutiles. 


RAP ON PONT 
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Recherchons tout d’abord le signe de la vitesse; 
‘ona: | 


Dyte 
d’où l’on conclut : ; : 
=rt+ 2. rs 
Y Y En 
È 4 ‘ > “ . 
On voit que, lorsque £ augmente — finit toujours SA 
vs F 


par être positif, c’est-à-dire que le mouvement 
devient, s’il ne l’était pas, uniformément accéléré. 
Dans le cas où l’on étudie le mouvement seulement 


depuis l’époque £— o'et où est positif, : est con- 


stamment positif, c'est-a-dire que le mouvement 
uniformément accéléré à l’origine des temps reste 


y , FE WRr: PCA > . : 
uniformément accéléré. Si 2est négatif, le mouve- 


ment est uniformément retardé à l’origine des temps 
et reste uniformément retardé jusqu'a l’époque 4,, 
donnée par la relation. 


; LT 
. … À cette époque la vitesse s’annule etle mouvement | 
devient uniformément accéléré. A 

Dans le cas où y est positif, la vitesse est négative 
pour £ << £,, et positive pour £ >> 4, ; donc x commence 4% 
par décroître, passe par un minimum pour {—4, | 
et croît ensuite; la valeur du minimum est 

En les 5 RE TE 
DS 20 MRDIErs Ty = — 2Y + Lo. 
Si y était négatif, cette valeur serait un maximum. 





senté Mn 
les temps étant port 
en abscisses el les 
































: le point S est L 
pe de la parabole à 
dont l’abscisse OP est 
égale à 4, ; la droite. SP. = 
est l’axe dela parabole; 

deux points tels que M. 
ne. Fig. 74. TEA M's sont symétriques 













s Ds S ? 
ln conclut que x prend deux fois ha des 
É valeurs com: 
prises entre O 


et PS, les deu: 









pondantes de 
ayant pou 
demi-somm à 
OP—£,, c'est-à- 
dire que le mo- 
_bile passe deu 
fois en chacu à 
des points com- 
pris entre & 
“pOTÈSS ee 












Fig. 72. 
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À où la vitesse s’annule et les Vitonues sont opposées. 
Ces résultats sont une conséquence immédiate 
de la figure et aussi de la forme canonique que l’on 
_ peut donner au trinome : 

«12 


{ 
: PET Lis 





LP 


à 
É En posant 
me L 





L'exemple le plus intéressant du mouvement uni- Æ 

_ formément varié est fourni par la chute 2 
. d'un corps pesant dans le vide; un exemple ss 
. approximatif est fourni par la chute, dans 

air, pendant un temps très court (quelques 

secondes) d’un corps très dense (tel qu'une 0 

balle de plomb), pour lequel la résistance 
de l'air est négligeable, Dans un tel mou- 
vement la valeur y de l'accélération est de 
981°* environ, l'unité de temps étant la 
seconde‘; on la désigne habituellement 
par g; elle est dirigée dans le sens de la 
 : verticale descendante. Si l’on prend ce sens 
comme sens positif (fig. 73), on voit que 
nous serons dans le cas étudié en suppo- 
_sant la vitesse initiale négative, c'est-à-dire 
dirigée vers le haut; si À est la position x 
initiale, x décroît jusqu’à un certain mini- pig 3. 
mum OS, c'est-à-dire que le corps com- 
_  mence par monter, puis descend; ilpasse deuxfoisen 








" 





-  1.Ïlest clair que, de même que la valeur de la vitesse, la valeur LR = 
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tout point M compris entre À et S, avec des vitesses . 
He L’abscisse du point S, qui correspond à 
— t,, est d'ailleurs donnée par la formule 


c'est-a-dire que le segment SA, ou x, — x, est égal 


p, 2 


CE telle est la hauteur à laquefle s'élève un Ha Le 
s 
pesant lancé verticalement vers le haut avec une 
vitesse initiale A 
Si le corps est abandonné sans vitesse initiale 
en un point O que nous pouvons prendre po ori- 


gine, On a simplement | 5 


z— 8 
F} 
0 — gt. 


Telles sont les équations réduites du mouvement, 
elles traduisent les lois expérimentales de la chute 
des corps dans le vide, qui sont les suivantes, en 
supposant la vitesse MR nulle : | 

1° Les espaces RATEOUTUR sont proportionnels aux 
carrés des temps emplo yés à les parcourir. 4 

2° Les pitesses acquises sont proportionnelles aux 
temps employés à les acquérir. 


“ 


y 





umérique de l’accélération dépend de l’unité choisie comme unité 
de temps. Nous laisserons à l’élève le soin de vérifier que si l’unité  ” 
- de temps devient x fois plus grande, la vitesse est représentée 
par un nombre x» fois plus grand et l'accélération »? fois plus 
grand, CT 
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EXERCICES SUR LE CHAPITRE X 


Résoudre les équations : 


179. — 1,23 sin?x — 3,57 sinx — 1 — 0. 
180. — 3,92 tg2x + 2 tgx + 2,24 — 0. 
181. — cos?x — 3cosx + 1 — 0, 

182. — 4sin?x + 2 sinx — cos?x. 


183. — 5tgx —2tgx —3—0. 
184. — tgr + cotgx —4. 

Discuter les équations suivantes où m désigne un para- 
mètre variable. 


185. — mcos?x — (2m—3) cos x +5 — m—0s 

186. — (cosx + m) (1 +tg?x)— 1. 

187. — (m—1) sin?x>=-sinx + m—o, 

188. — Déterminer un point M sur une demi-circonférence 


de diamètre AB, de centre O, tel, que BM—m.MT, B dési- 


gnant une extrémité de diamètre, T le point où la tangente 


en M coupe le diamètre OB (On prendra pour inconnue 


PTE 
AOM=—= 2x). : | 
189. — Étant donnée une demi-circonférence de diamètre 


AB et de centre O mener une corde MN parallèle à AB telle 
que le périmètre du trapèze AMNB ait une valeur donnée 


re 
2p. (ABM — x). 
Étudier les variations des trinomes suivants quand x varie 


- de o à 27. 


190. — ir Bent + + 

191. — y — 2tg?x + 4tgx. 

192. — y —cos 2x + cos x — 3, 

193. — y — cos 2x — sinx + 3. 

194. — ÿ—5 cos?x — 8 cosx +1. 

195. — y —1—tg?x. 

Étudier et représenter graphiquement la variation des 
trinomes suivants quand x varie de —rà +7. 

196. — y—2cos2x— 243 cosx+ 1, 

197. — y —cos?x —5. 

198. — y — sin?x — 2 cos x + 3. 

199. — y —cosr — Asinx + 1. 


>, D Al Le 
PA ART I E 





“autour de AB, OM engendre un cône. Étudier la variation 





200. — y — 1 — cos?x. FER SE a Ne. 
201. — y—Vitgr—otgr +3 SALES 
202. — On donne une demi-circonférence de centre © ets 
de diamètre AB; on mène une corde MN parallèle à AB. 





Étudier la varstion du périmètre du trapèze AMNB (on. a 
RES 

prendra comme ‘ariable AOM — 2x). | 4 

203. — On considère une demi-circonférence de centre 0 4 

et de diamètre AB et un point M mobile ‘sur cette dent : # 


circonférence. On mène la tangente en M qui coupe AB au 
point T;en ce point T on mène une perpendiculaire à AB 
qui rencontre OM au point S. Étudier la variation de OS. 


PR 
quand M varie sur la demi-circonférence (on prendra TOM—x à ë 


_ pour variable). 


204. — Reprenant l’énoncé précédent, étudier la variation ss 
de OS + MT et de OS — MT, | “4 
205. — On inscrit dans une sphère un cône droit à ne <a 
circulaire et l’on considère le rapport de l’aire totale de ce 2 
cône à l’aire de la zone comprise entre le plan de la base et 
le sommet. Étudier la variation de ce rapport qua le demi- 3 
angle au sommet du cône varie. > : 

206. — Un point M est mobile sur une demi- draft es 4 
de centre O et de diamètre AB. En faisant tourner la figure 


* 


VA 










de la surface totale de ce cône quand M décrit la demi-cir- 


TRS 

conférence (AOM— x). 

207. — On considère un cône droit à base circulaire Aouti $ 
l’arête a une longueur donnée a. Par un point de l’arête qui : ? 
est à une distance du sommet égale à b on mène un plan qui. 
détermine un tronc de cône, dont on demande d'étudier la 
surface totale quand le demi-angle au sommet du cône (x! ‘ 
varie. Â 

208. — Étudier la variation des fonctions suivantes : 


# 


FILS 22 =— Bat 6m 12 
DES DORE M7 
y—=a—6x+i: 
y = a — 122? +7 
y—= 78 — 1m +1 
y—= 2% — 3x2 + 3x — 5 


En — Étudier les variations de la fonction : 


yat — 408 + ha? — 2. 
211. — udies le mouvement dans lequel l'expression 
Panee en fonction du temps est donnée par la formule : 
| | & = cos t. 


D “Vitesse. ration: (Mouvement oscillatoire.) 
. 212. — Plus généralement étudier le mouvement Pour 


DORE, SU 
= A cos 2 #) 


1 FR de 40om à la seconde; à quelle hauteur arrivera- 

: t-elle et au bout de combien de temps, si l’on admet que son 
ouvement est uniformément varié, la valeur de l’ accélération 

étant ci 9,81 à la seconde. | 



















CHAPITRE XI 


DONNEES ET LOGARITHMES. 


INTÉRÊTS COMPOSÉS | 


1 


I. PROGRESSIONS ARITHMÉTIQUES ET GÉOMÉTRIQUES | 


152. Progressions arithmétiques. — On dit que 
plusieurs nombres, rangés dans un ordre déter- 
miné, forment une progression arithmétique ou son 
en progression.arithmétique lorsque la différence de 

_ deux nombres consécutifs a toujours la même valeur. 
(et le mème signe). Par exemple, les nombr + 
3, 5, 7, 9 sont en progression arithmétique, car les 3 
He nées 5—3, 7 —5, 9 —7 sont toutes de 
à 2. De même les nombres 92, 82, 72, 62, 52 sont 

en progression arithmétique, car les différends 

D 2— 02, 72— 82, etc., sont toutes égales à — 1 
On donne à cette différence constante le nom. 

raison de la progression arithmétique ; ainsi, dan 
notre premier exemple, la raison est 2; dans ] 
second, la raison est — 10. SES 

Lorsqu' on connait le pr emier terme d’ une. pre É 
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PROGRESSIONS : ET LOGARITHMES ii 


_ d'écrire Ts autres termes : é suffit d’ ajouter suC- 


cessivement la raison à re terme pour avoir le 
terme suivant. 
ExEMPLE. — Former une progression arithmé- 

tique composée de Ü termes, dont le premier terme 
soit 7 et la raison 5. Les termes successifs sont : 
7H 512; 12+5=-17; 17922; 29 5 —27; 
27 + 5— 32, de sorte que la progression demandée 
est formée des termes suivants : 7519%,:17:22 


pE 39.” e 


AUTRE EXEMPLE. — Lormer une progression ar ith= 
mélique composée de 5 termes dont le premier terme SE. 


soit 13 et la raison — 8. On obtient, en procé- 


dant de la même manière, la PROSTATE LS Rs OL 


—3, — 11, — 19.. 


Il arrive souvent que l’on n’a pas besoin ‘de 
connaître les termes intermédiaires de la pro- 
gression, mais qu'on désire connaître la valeur du 
terme qui oécupe un rang déterminé. On remarque 
alors ARE le second terme s'obtient en ajoutant au 
premier la raison: le troisième terme s’obtient en 


ajoutant au cond la raison et, par suite, est égal 
au premier, plus deux fois la raison; le quatrième 
- terme s'obtient en ajoutant encore la raison au troi- 


sième et par suite est égal au premier plus trois fois 
la raison; de même, le cinquième terme est égal 
au premier, plus quatre fois la raison, etc. Le cen- 


Lième terme serait égal au premier, plus Jess 


vingt- -dix-neuf fois la raison. 
RÈGLE. — Pour obtenir la valeur d’un terme de 


rang déterminé d’une progression arithmétique, on 


ajoute au premier terme le produit de la raison par 
le rang donné, diminué d'une unite. 














Si l’on désigne par a le premier tente par, r fé 
raison, par Ne rang donné et par { la valeur du 
terme qui occupe ce rang, cette règle se traduit 
par la formule : 


= a+ {n—:i}r. 


Dans le cas où la raison est un nombre positif les 
termes successifs vont en croissant; la progression 
est croissante; elle est décroissante dans le cas.où 
la raison est un nombre négatif. AS SA 
. 153. Progressions géométriques. —— On dit 
que plusieurs nombres, rangés dans un. ordre 
déterminé, forment une progression géométrique où à 
sont en progression géométrique, lorsque le quotient 
de deux nombres consécutifs a toujours la même 
valeur. Par exemple lés nombres 3, 6, 12, 24 sont 
eï progression géométrique car l’on a : 6: 3=5; 
15 :6==5 ; 24 ? 199, Ce qüotiéni 5 ESTONIA PAM 
de la progression. De même les nombres 3 600, 
360, 36, 3,6, 0,36, forment une progression dont. 

Se eee Ron 
DRE , 


ment une progression géométrique dont la raison 
















la raison est o,1. Les ETES 2, — 3, 


est —. 

Lorsqu'on connaît le premier terme et la raison 
d’une progression géométrique, il est facile dé cal- à 
culer successivement tous les termes; il suffit ae 74 
multiplier successivement chaque terme par. la. 
raison pour avoir le terme suivant. 

ExEMPLE. — Former une progression géométrique Me. 
… de S'termes dont le premier terme soit 625 et la raison 
412; On obtient successivement 625 X 1, 2= 750; : 





_ c’est-à-dire au produit du premier terme par le carré : 


_ d'une progression géométrique dont on connaît le 
premier terme et la raison, on multiplie le premier 





LES ET 


L 

“4 
Vs 
4 
+ 
Bb = 
+ 
4 

L 





_ dans le cas où q est négatif, les termes de la pro 


leur valeur absolue croît ou décroft suivant que la “00 
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750 % 1, Don: 900 *< 1, 2— 1080; 1080 1,2 


= 1206. La progression cherchée fe donc : 625, 


790, 900, 1080, 1296. Il arrive souvent que l'on. 


veut connaître la valeur d’un terme de rang déter-. 


miné, sans calculer les termes intermédiaires. Dans 
ce but, on remarque que le second terme est égal 


au produit du premier par la raison; le troisième 


terme est égal au produit du second par la raison, 2 7 


de la raison; le quatrième terme est de même égal … 
au produit du premier par le cube de la raison, etc. 
On a donc la règle suivante. | 

RèGLe. — Pour ‘obtenir un terme de rang donné 





. 3e 


térme par une puissance de je raison dont l’exposant 
est égal au rang donné diminué d'une unité. PS 
Si l’on désigne par a le premier terme, parqgla 
raison, par » le rang donné.et par / le terme cher- : 
ché, cette règle se traduit par la formule : 
DER" ; RES 
Dans le cas où la raison q est un nombre positif 
supérieur à 1 les termes vont en croissant et la pro- ee 
gression géométrique est dite croissante; elle est 
décroissante si gestun nombre positif inférieur à 1; 





gression sont alternativement positifs et négatifs ; Er PÉ 


valeur absolue de q est supérieure owinférieure à 1. 
153 bis. Somme des termes d’une progression 


_ arithmétique ou géométrique. — Il est utile, dans 
_ bien des questions, de savoir calculer la somme des 
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termes d’une progression arithmétique ou d'une 
progression géométrique; nous allons établir les ;, 
formules générales qui font connaître ces sommes; 
[a méthode par laquelle on établit ces formules 
peut d’ailleurs être utilisée dans bien d’autres ques- 
tions. À > 
| Soit d’abord une progression arithmétique dont 
F le premier terme est a et la raison r; si l’on désigne ee. 
par n le nombre des termes, nous avons vu que le … 

_ dernier terme [ est donné par la formule 24 


l—=a+{(n—:1}r. 


La somme des termes peut donc s’écrire : 



























| S—a+{a+r]+[a+or]+...+[a+(n—0)r]+fa+ (er), À 
2 _ ce qui donne, en réduisant les termes semblables, H 
ne Fa S—na+{[1 +24... +f(r—2)+R 1)fr. F2 


Ne Le coefficient de r est la somme des n—1 pre 
miers nombres entiers; on est ramené à calculer. : 
_ cette somme. On peut remarquer que.les nombres x 
entiers successifs constituent une progression 
arithmétique particulière ; c'est à la sommation de. 
cette progression arithmétique particulière que 
l’on a ramené la sommation d’une PrOBrSS 
_ arithmétique quelconque. > 
= Nous allons donc nous proposer de calculer fe $ 
somme des n premiers nombres entiers, st | 
dire la somme : 


S'= rot 3 +. Er t) Pa ne 









Nous remarquerons que l’on peut écrire aussi Mic 


S’ =n+(n—i)+. +22 
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et, par suite, en ajoutant les deux égalités précé- 
dentes et réunissant les termes qui occupent le 


_même rang dans les deux seconds membres, on 
obtient : 


28 = {14 n)+[2+(n—1)|+. +[(r— 1)+2]+in+i |. 


c'est-à-dire : 


2S —=(n+i)+(in+i) +... +H(n+i)+(in+or), 


le nombre des parenthèses du second membre 


étant 2; on a donc : 


2S'—n(n +1), 
et, par suite : 
gr —1(n + 1) 
ein 
Telle est la somme des nr premiers nombres 
entiers. 
Il est maintenant aisé de calculer la somme S. 
où figurait la somme des 7 — 1 premiers Ron. 
entiers, comme coefficient de r; on trouve ainsi : 


n— 1) 


(1) RRÉÉE à Fe 


| 


On aurait pu aussi tee directement S en 
employant une méthode analogue : a celle que nous 
avons suivie pour S'; en écrivant : 


S—a+b+...+kEI. 
S= l+k+...+b+a, 


on obtient : 


28= (a+l)+(b+k) +... ++) + (+ a), 





_et comme toutes les PRÉRNRSE sont t égales !, ile 


résulte : 
‘ 2S —— 1e + l) 


2) S =? {a +1) 


































formule parfois plus commode que la formule ven 

Les nombres impairs forment une progression | 
arithmétique de raison 2; calculons la somme des : 
n premiers nombres impairs : R | 


S'! = Dep TR LE nets 
D : Nous aurons.  a=1,i r—2#° ct pal suite : 





Re 


De “ re et 

C’est là un résultat très remarquable par sa 
simplicité. On peut l’établir directement à l'aide … 
d’une figure très es 
simple (fig. 74): 

. Considérons. 
dette axes rectan- à 
gulaires Ox, Oy 
sur lesquels RE: 
portés des lon- :i 
gueurs égales 






















a 


> 5ù 

D d 
2-1. 

à «4 

ee 


. Cette égalité est FR 
Ada car chaque 
parenthèse est Ja 
somme de deux termes 54 
et, lorsqu'on passe 

à de l'une d'elles à la 
suivante, 7 
l’un dester- 
mes Se a 
: mente der 
et l’aatre diminue de r; la somme reste constante : on de par 
exemple : PRG ir | 


Fc 





ED) 
Fig. 74. 
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DA — AD—DG— GL— LP=OCZECF= FK=RKN— — NR, 


+ Traçons en traits forts les carrés OABC, ODEF, 
- OGHK, OLMN, OPQR et en pointillés les Mate 
qui divisent ces carrés en carrés égaux; il est clair 
que l’un des grands carrés, par exemple OPQR 
renferme un nombre de petits carrés égal au carré 
de son rang; à 5°—:25 pour l'exemple choisi; 
d'autre part, pour évaluer ce nombre de petits 
carrés, nous pouvons remarquer que nous avons le 
carré OABC, c’est-à-dire 1 carré, puis les petits 
carrés compris dans la figure ABCFEDA, au nombre 
de 3 {ils sont numérotés 1, 2, 3); puis les 5 petits 
carrés compris entre DEF et GHK (numérotés 1, 2y 
3, 4, 5), etc., c’est-à-dire un nombre total de 
petits carrés égal à : 


_ c’est-à-dire à la somme des 5 premiers nombres 
_ impairs. 
_ On voit ainsi que la somme des n premiers 
nombres impairs- est Gt) à n?, résultat utile à 
retenir. 


Somme des carrés des 7 premiers nombres entiers. 

+ — Comme application, proposons-nous d'évaluer la somme 

des carrés des n premiers nombres entiers. Nous la 

désignerons par S2, appelant pour la symétrie, Si la 

somme des z premiers nombres entiers. On s’appüie sur 
l'identité 


(x Hi) — a — 32? + 3x Lit 


Æ dans elle on donne successivement à æ, les valeurs tr, 
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3 n: on obtient ainsi 






Re pe du. FOIE 
32— 23— 322432 Jr Ne 
h3 = 32 3,320 3.81 | OS 
D RU , Sete 
. ; ; Ki? 
(EL ons 32 + 3m 
eteu ajoutant, il vient : 
(ni — 138 +38, n. = 
n(n + 1) 
Tee 


minateur, il vient : 47 





En remplaçant S, par sa valeur T7 


et chassant le dén 0- 


GS = a(n8 + nt 0) SR 
= an + 3n?+n 
—n(n+i)(an +1) 


c'est-à-dire : 


pe ne mt 





cations de la somme des re d’une progression 
arithmétique. re 
Occupons-nous maintenant d’une progressi 


SR dont nous Jésoee le prem 


ane | 
las 
Nous nous proposons d'évaluer la somme : 


S= a + ag +. + ag" 1, 


CR | 





étant le dernier terme de la progression en remar- 


Tia 2 


ant ESS 


1 ans le cas où la raison g est supérieure à J'unité, la 
omme S devient évidemment de plus en plus grande à 
nesure que » devient plus grand et finit par dépasser tout 
ombre donné d’avance ; au contraire, lorsque q est inférieur 


Ja somme S grandit bien toujours (si a et q sont posi- 


mais ne ” dépasse Dirt elle diffère d’ailleurs à 


ant moins de - £ “RS n est Re er Comme 
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II. LOGARITHMES 

















154. Définition des logarithmes. — Considé-. 
rons deux progressions croissantes, l’une arithmé=. 
tique commençant par zéro, l’autre a 
commençant par 1; si l’on désigne par r la raison : 
de la progression arithmétique et par s la raison 
de la progression géométrique, ces deux progres- À 
sions s’écriront : ES 
a,r,.2n, Sr, 04fiises Riot 4 


2 4 n 
S, S, Ss', Ss .... D Ness 


L 1 9 


, 


Nous conviendrons de dire que chaque terme de 
la progression arithmétique est le logarithme du … 
terme de même rang de la Progression géométrique % 
ainsi 3r est le logarithme de s°, on dira aussi que 
s° est l’antilogarithme de 3r; c’est le nombre dont. 
le logarithme est 3r. I y'a Due et systèmes de. 
logarithmes car on peut choisir de diverses 
manières les nombres s et r; nous ne considére- 
rons que le système dit de logarithmes vulgaires, 
qui satisfait à la condition que 4 logarithme de 10 
est. égal AUS nous verrons que cette condition 
entraine de grandes simplifications dans les cal- 
culs. Nous ne démontrerons pas l'existence de ce. 


peut celeuler He logarithmes des divart ROME 
dans ce système. Observons seulement que, si l’o ne 
prend pour r un nombre très petit et pour s un. 
nombre très voisin de 1, les termes consécutifs des. 
deux progressions différens très peu, de telle manièr 


que tout nombre peut, avec une approximatio 








_suffisante, être considéré comme compris dans ces 


# deux progressions. Pour avoir des logarithmes vul- 


- gaires, on prend : 


" ==0,0001 
S— 1,0002303119... 


à 


e 
?u 

Je 
L 


et les progressions que l’on construit ainsi : 


DATAr. RL. 


2 
HS NE ere 


- sont telles que le 10 001° terme de la progression 


arithmétique est 1, tandis que le 10 001° terme de 
la progression AO tique est 10. 

On a construit des tables dans lesquelles sont 
inscrits les logarithmes et les antilogarithmes de 
tous les nombres, avec un certain nombre de déci- 
males ; nous aÎlons en expliquer la disposition et 
l'usage en prenant comme type la table à 4 déci- 
males qui se trouve à la fin de ce chapitre. 


… 155. Disposition des tables à 4 décimales. — La 


… première de nos tables (Logarithmes à 4 décimales, 


p- 428) fait connaître les logarithmes de tous les 


nombres compris entre 1 et 10, de centième en 
_ centième, c’est-a-dire des nombres 1,00; 1,01; 1,02; 
- ... ; 9,99. Nous savons que ces logarithmes sont 


des nombres compris entre o et 1 ; la table nous 
donnera leur partie décimale. 
Soit, par exemple, à trouver dans la table le loga- 
_rithme de 1,30 ; nous rechercherons, dans la colonne 
N, le nombre 13 formé des deux premiers chiffres du 
nombre donné; et, dans la ligne qui commence par 
13, nous lirons le nombre contenu dans la colonne 
marquée O; nous trouvons 1139; c'est la partie 

















décimale cherchée; ona donc : HR TX 















log 1,30 — 0,1139. 


Pour avoir le logarithme de 1,31 nous nou: 
reporterons, dans la même ligne .qui commence 
par 13, a la colonne marquée 1; nous ne trouvons 
que trois chiffres 175, car on à sous- entendu le 
premier chiffre 1, qui est le même que pour la 
colonne, précédente, de sorte qu'il faut lire 1178, 
ét.que. l’on a: ETES 

logr,51= 0178 | 


| log 1,32 — 0,1206 
log 1,33 — 0,1239, 


et ainsi de suite. ë, 
. Soit à rechercher le logarithme de 1, Bo: ; dans 
Ja Rgné 15 et la colonne 9 nous Tone "or4; e 
signe * signifie que le premier chiffre n’est pas : 
comme pour les logarithmes précédents de 
_même ligne, mais 2 qui se trouve au commence- 
ment de la ligne suivante ; on a : | 


log 1,58 — 0,1987 
log 1,59 —0,2014 
log 1,60 —0,2041. 


On remarquera que les lignes et les colonnes di 
la table sont groupées 5 par 5; cette dispositio 
pour but d'éviter les erreurs de lecturé, car 
arrive rapidement à se rendre compte de la P 
d’une ligne ou d’une colonne par rapport. au 
lignes et aux colonnes voisines, et on évite ainsi les 





| erreurs qui se produiraient si l’on ne suivait pas 
correctement la ligne ou la colonne, et que l’on 
_ côonfonde avec la ligne ou colonne voisines, Par 
_ exemple, on remarque que les lignes correspondant 
_ aux nombres : 10, 15, 20... suivent immédiatement 
un blanc; les lignes 11, 16, 21..., ne sont séparées 
du blanc que par une ligne; les lignes 14, 19, 24... 
précèdent un blanc, et les lignes 13, 18, 23... n’en 
sont séparées que par une ligne; enfin les lignes 
12, 17, 22... occupent le milieu d'un groupe de 
5 lignes sans blanc; il en est de même pour les 
colonnes, sauf que le blanc est remplacé par un 
double trait. A l’aide de ces remarques, un peu 
d'habitude suffit pour trouver un logarithme d’un 
seul coup d'œil. 
La disposition des tables  daorrrthes est 
_ tout à fait analogue. Ces tables font connaitre les 
antilogarithmes des nombres compris entre oet 1, 
de millième en millième, c’est-a-dire des nombres 
0,001 ; 0,002; ......3; 0,999. Soit à rechercher l’anti- 
logarithme de 0,324; on se reportera, dans la 
colonne marquée L, au nombre 82; et dans la ligne 
qui commence par 82, à la colonne 4; on y lit les 
trois chiffres 109 à la gauche desquels on inscrit le 
_ chiffre 2 qui se trouve dans la première colonne, 
en face de 81; l’antilogarithme cherché est donc 
2,109. De même, on trouverait que l’antilogarithme 
de 0,325 est 2,113. L'usage du signe “ est le même 


dans cette table que dans la précédente; il indique 


que le premier chiffre par lequel on doit compléter 
l’antilogarithme cherché doit être pris en tête de 
la ligne suivante, et non des lignes précédentes. 


Par exemple, l’antilogarithme de 0,848 est 7,047. 
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156. Disposition des tables à 5 décimales. — 
Comme type de tables à 5 décimales, nous see 
rons les tables de Hoüel (Gauraisr- -ViLLars, Paris), 
en nous bornant à la partie de ces tables qui 
contient les logarithmes à 5 décimales, eten laissant 
de côté diverses dispositions accessoires destinées 3 
a faciliter certains calculs trigonométriques. : … 

La partie de ces tables qui nous intéresse Adi à 
s'étend de la page [5] à la page [35]; nous en don- 

_nons un spécimen ci-contre; dans les colonnes. 
marquées N se trouvent les nombres compris entre 1 
1000 et 9999; pour avoir le logarithme de 1, A 
par exemple, on cherchera dans cette colonne le 
nombre 1089 et l’on verra à côté dans la colonne 
Loc les chiffres 03703, c’est la partie décimale du 

- logarithme cherché; l’on a : 


nm} 


log 1,089 —0,03705. 


Supposons que l’on veuille connaître le logarithme ë 
de 1,0893; ce logarithme n’est pas danslatable;ilest 
compris entre celui de 1,089 et 1,090; la différence 
entre ces deux logarithmes est inscrite dans la 
colonne marquée D; elle est 40. On admet dans _ 
les calculs que le logarithme variant de 40 lil 
le nombre s'accroît de 10 dix-millièmes, il varie L 


& 


des de 40 lorsque le nombre s'accroît dé 3 de 


Ebenrce Pour éviter au calculateur d’avoir à 


r y 


; 3 + ; <# 
rechercher la valeur des _ de 40, cette valeur est 


inscrite dans une colonne spéciale, marquée Bi Pr. : 
(parties pr opor tionnelles), vis-à-vis du chifire 3 dans 
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N. 9 — 12 L. 95 — 07 





017! | 4,68557 ; 58 ||0°48'| 4,68557 ; 58 ||0°49° | 4,68557 ; 58 


— | — | |__| ——— | ————|1?.r?8r. 





6125 
; DES 
1025| 01072 108b| 03543 1145| o5881 
1026! o1115 É 1086| 03523 É 1146| 05918 ne 9137 
1027| 01157 hs 1087| 030.3 À 1147] 05956 |2g 
1028| 01199 13 1088| 036065 rs 1148] 05994 | 39 
PE de 10 , © 
1029| o1242 A 1089| 03703 Fe 1149] 06082 | 59 





1030! or28/4 1090| 03743 
1031| 01326 ro Sa | É . 06 
1032| 01368 ho || 7992 03822 k 1152/° 06145 
1033| o1450 . || 1093! 03862 ka 1153| 06183 | » 
1034| 01452 £a 1094! 03902 30 1154| 06221 


© 
I 
<O OI OI ON 2 » 


‘1035! o1494 1095| o3g4t 1155| 06258 
1030! 01556 : 1096! 03981 _ 1156| 06290 Ë 
1037| 01578 ka 1097| oho21 1157| 06333 7 


1038| 01620 ha || 1098 oho6o D 1158| 06371 ne 
1039| 01062 ha || 1099! 04100 ® |! 1159! 06408 34 


le tableau en tête duquel est inscrit 40. On dispo- 
sera de la manière suivante le calcul du logarithme 
de 1,0893 : | 

| log 1,089 —0,03703 

pour 3 12 

log 1,0893 —0,03715 


On utilise de même les parties proportionnelles 
# 25 


Bonez, — Algèbre, 2° cycle. 





rithme immédiatement inférieur trouvé dans la 


Jogarithme ane , ce qui justifie bien notr 





















pour trouver le nombre qui Mn. à un Joga- 
rithme donné. Soit, par exemple, à trouver le * 
nombre dont le log. est 0,03356; la table montre. 
que ce nombre est compris entre 1,080 et 1 ,081, la 
différence tabulaire est 41; on disboE TE ainsi le 
calcul : or 


\ 


0,03356 | 
pour 0,03342 1,080 
14°. 
pour 12 ; 


pour 20 AE 
| 1,0803) 


On retranchera du logarithme donné le loga- À 


table; la différence est 14; on trouve dans les par- 
ties proportionnelles de 41 que 12, qui correspond D. 
à 3, estle nombre immédiatement inféres ar4;la 
Htérence est 2; on y ajoute un o et la table de » 
parties proportionnelles donne 5 pour 21, nombre 
le plus voisin de 20; le nombre cherché est 1,08035. 

197. Propriété fondamentale des lof arithmes.. 
— La propriété fondamentale des logarithmes est Ês 
la suivante : le logarithme d’un produit est égal à à la. 3e 
somme des logarithmes des facteurs. A. 

En effet, si nous nous reportons aux progressions 
par lucie nous avons défini les logarithmes L 
nous voyons que les nombres s” et s" ont pour loga 
rithmes er et nr; leur produit est s”+* et a pou 


énoncé. 
Cette propriété fondamentale permet de si DIE 
bien des caleuls ; elle est l'origine des prions ‘#4 
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ce logarithmes et la raison de leur utilité pratique. 
Soit, en effet, à effectuer le produit de plusieurs 
D bre. à calculer, par exemple, le nombre : 
donné par la formule : | 


Mal IA CA, 19 CL BTOC 1:48. 
* D’après la propriété fondamentale, nous aurons : 


log x — log 1,33 + log 2,15 + log 2,31 + log 1,48 


suffit de les ajouter pour avoir log x. 


; log 5,33 —0,1239 - 
“2 log 2,12 = 0,3324 

“Fes log 2,31 —0,3636 
> log 1,48 —0,1703 


log x —=0,9902 


ee Connaissant log + nous rechercherons dans la 


table d’antilogarithmes l’antilogarithme de 0,990; 
c’est 9,772; tel est le produit cherché. En réalité, 
_ le dernier chiffre décimal trouvé n’est pas exact; 
cela tient à ce que les valeurs écrites pour les loga- 
__  rithmes ne sont jamais exactes, puisqu'on n’a que 


. 4 décimales; mais, dans la pratique, il est souvent 
très suffisant d’avoir-trois chiffres exacts; par 


; exemple, si x qesre un nombre inconnu de francs. 
+ on prendra x —9"77 (et même, le plus souvent. 
ie 9"75). 

_  AuTre exemPL£. — Calculer de nombre y donne 
_. par la formule: 

EX. | 

2 y = 1,30 X 1,37 XX 1,38 X 1,39 X 1,40 X 1,41, 





Mais la table nous donne ces logarithmes et 1l 


ce à vF ER 





NT 


Nous trouvons bé ne table des ogarithme 
nombres donnés; en les suite on a log 2 







log 1,36 — 0, 1335 
log 1,37 — 0,1367 
—Jlog 1,38—0,1399 
log 1,39 — 0,1430. 
‘log 1,40 —0,1461 
log 1,41 —0,1492 


logy — 0,848 CS 










# 





Pour avoir y il suffit de chercher To 
de o Lis on trouve dans la table que Re 










_ de HE pour n’écrire que du chiffres exacts. Ù 
‘ sie Division. — ne logarithme d’un quotient est. x 






de diviseur. « 
En effet, la formule : 





\ 






a —=?o 





? 






entraîne : | : - 
| loga—logb+loge, 






donc la formule : 


… * ‘ei, ER 






entraîne : e 
log b— log a — log c. 





1. On pourrait aussiemployer les parties proportionnelles, & com ame 
nous l'avons expliqué pour les tables à 5 décimales. LES 
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Exempze. — Calculer. le nombre x donné par la 


formule : 
0534 
TRES 

On à : 


-log 8,34 — 0,9212 

log 1,23 — 0,0899 

OPEL — 0,8313 
2 — 6:74; 


Nous verrons plus loin que l’on procède souvent 
d’une manière plus simple, en utilisant les cologa- 
rithmes. 

199. Puissances et racines. — L'emploi des 
logarithmes est particulièrement commode lorsque 
l’on veut calculer une puissance ou extraire une 
racine. Soit, en effet : 


de he. 
Le nombre a est égal au produit de 4 nombres 
égaux à b : | 
= ISCOSCLEE E. 
On a donc : 
en loeb los lot, 
c’est-a-dire : | 
log a — 4 log b, 
et, inversement : | 
log b — à log a. 


Ainsi la formule : 
ab" 



















“ ou a formule équivalente : : 


BE Va °C 





entrainenti 
log a — {4 log b 


togÉ — x log pe 


ExemPLe 1. — Soit à calculer la 5° 5° puissance E 
1,29. Si on pose : : | 
EU nl Es LOTRRR 


ON aura : 


x 


3 % # log x — 5 log 1 3 Be an 1406. 






JE faut rechercher: Pantilogarithme de Ep: 
l’antilogarithme de o ,449 est 2,812 et l’antiloga- 
rithme de 0,450 est 2,818; æ est donc très vois 
de 2,815. = 
_ Exemwrce Il. — Calculer V3, 12 14, Désignons cet 

| racine par y. On a: | 






log y He >: 109 3,14 — : X 0,4969 — a 






fa table d’ antilogarithmes donne 1 33 pour ait 
logarithme de 0,124; c’est une re très appr 
chée de y. SAT Fr 


160. Logarithmes des nombres non comp: 







one = 





log b + Le c. 





Nous 1 ‘nous Attardérons:: pas à : démophén: que # 

l’ensemble des log; rithmes ainsi définis possède É 

_ bien toujours cette propriété fondamentale, ni que 

cette. définition est équivalente à gelle que lon 
pourrait déduire des progressions déjà considérées. 


: Soit, par exemple, à trouver le logarithme de 1345. 
Mans que l’on a : 


134 = 1, PADATE ETS 


_ On en conclut : 


log ie à 1,34 + 2 log 10. 


— 


log 10 I, 


Il en résulte : ‘ 


a 108 Er, 7 +2, EYES 


L' 134 que pour Le I dj. comme c eat cette pt 
1 LP: que fournit la table, on en conclut que, pr 2e 




















ECM BDRS. — Trouver le Ho at TS “ 1 
la table donne la partie décimale 0702; la caract 
ristique est 5: le. logartmnee cherché est dor 
‘5,0702. è Le 
… Trouver le logarithme de 34,5; la (able de 
Ho partie doaele 5378; la caractéristique est 15 
_ logarithme est donc 1,5378. : 
Trouver l’antilogarithme de 2,343, c ’est- dire. de 
a Tonbre dont le Learn est 2,343. On chercher 
dans la table le nombre. dont le logarithme es 
_ 0,343 et on le multipliera par 100, puisque la carac- | 
| téristique est 2; on trouve ainsi 220,3. à ne 
= Lrouper l'antilogar ithme de ô. On n’a pas besoin 
















: te la formule : Gin 


æ— 34, 21e ss 35% Re 


re 


Nous aurons : 


108 34,9 670026 
log 46,3 — 1,6656 LG 
log” 2,95 ==0;37ir 
log 15,4 —1,1879: 


log x—4,7570 







On ire l'antilogarithme de 0,757, qui es 
rie et on reculera la virgule de 4 rangs vers 


: exacts, il aude employer des tables : à Tip 
lus grand nombre de décimales; mais ce n est 

ouvent pas nécessaire. | | 

167. Nombres inférieurs à 1. Caractéristiques DE 


»”. 


se 


rer rs k 
1000 


RE esse be ro 
- !: —0,5328 — 3. 


# co PEER : 
9,9328 — ù À: 


n convient d'écrire : 
- 3,5328, 


Ë à plaçant un trait au-dessus du chiffre 3; par 
LT c'est la même chose que —3 + 0 5328, Fes 
est- à-dire qe te Le chiffre 3 ést Aie Eee 
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log 23,5 — 1,3711 
log 0,824 — 1,919 ss 
logx = 1,2870 


Pour faire l'addition, on protède d’abord comme 
s’il s'agissait de deux nombres décimaux ordinaires ; 
quand on arrive à la colonne des unités, on a 5 de 
retenue, r,et #, c’est-à-dire 1 Li—1=—=1. 

On trouve ainsi-: 

LR a0 20! 


Exempce Il. — Calculer le produit : 


> » 


xs 034 SC O0 CD SC IE SK 0,98 X 80. 


On a : , 
log 234 229 ,3004 ; 
108" 0,545 = 2,brr02 
109-299 ed 3108 
log 0,98 —1,9912. ms 
log 80 A TATO 


108 1299 


On a 3 de retenue dans la colonne des _unités, 
qui s ‘ajoutent aux caractéristiques 2, 2, 1, F4 ce 


qui donne 3+2—a tri. On trouve 


ainsi x — 13 290 environ. 
Exemeze III. — Calculer Ÿo,01621. 


On a log 0,0161 —9,2098. Il faut en prendre 
le quart; pour cela, on remarque que l’on a : | 


2,2098 — — 2 + 0,2098 = — 4 7. 2,2098 


On prendra le quart de — 4 qui est — 1 et ensuite 





quart Le 2 HAT ce qui done 0 frere : on obrent 
à ainsi 1,9324, dont l’antilogarithme est 0,3556. 
_ 162. Emploi des cologarithmes. — De même 
ne. Von n'écrit pas de logarithmes négatifs, on 
évite d'avoir à retrancher un logarithme ; on 
emarque que retrancher un nombre équivaut à 
À jouter le nombre opposé; le nombre opposé à un 
… logarithme s'appelle le cologarithme Le cologa- 
_ rithme s'écrit à vue d'œil, sous la condition que la À 
. somme du logarithme et du cologarithme soit 
| égale : à O0. : > 
_ Exemrce. — Le logarithme d’un nombre ne: 
1,303» ; quel estson AT ? On voit que c’est 
: 210068. car si l’on fait l'addition : 


I 1,3082 
— —— 
0,0000 


. on obtient 8+2— 10; je pose o et retiens 1; 3 et 
pe font 9; PE un de retenue font ro; je pose zéro et 


ah 9 et la somme des RS CAS étant — 1. 

)’où la règle : 

_Rèçze. — Etant donné un logarithme, pour écrire 
le cologarithme, on détermine à car actéristique par. 
la condition que la somme des deux caractéristi- 
ques soit — 1, et les autres chiffres, par la condition : 
que la somme des chiffres nn Clare soit égale 
à 9, sauf pour les der niers, dont la somme doit 




























163. Résumé des règles pour l'usage des tables, 
ParTiE DÉcIMALE. — La partie décimale d’ unloga- 
rithme se trouve dans la table à 4 ou à 5 déci- 
males; on la complète, s’il y a lieu, par le calcul 
des parties proportionnelles ; la partie décimale 
d’un ‘cologarithme s'écrit à vue, d’après la partie 
décimale lue dans la table pour le logarithme; si 
l’on lit 1324, on écrit 8676, en disant mentale- #3 
ment : | le 

1+8—9; 3+6—9; 2-7 20 kH6—10. 


Dans le cas où il‘y a des parties proportionnelles 
à calculer, on fait ce calcul avant d'écrire le ‘es 
rithme. pe 


ee la cn pour obtenir un nombre compris | ë 
entre 1 et 10; elle est positive si le nombre donné 
était supérieur à 10 et négative s’il était inférieur 
à 1. La caractéristique du co:ogarithme s'obtient en » 
retranchant de — 1 la caractéristique du logarithme ; 
on peut dire aussi que, si le nombre est plus grand 
que r, elle est négative, et a pour-valeur absolue 
nombre de chiffres de la partie entière; si le nombre 
est inférieur à 1 elle est nulle ou positive, et égale | 
au nombre de zéros qui suivent la virgule. ds 

ANTILOGARITHMES. — On recherche.les antiloga- 5 
rithmes dans la table en ne tenant compte que de” 
la partie décimale; la caractéristique indique 


est négative. Ç : CR 
164. Disposition des calculs. — “Leo TE on a F 


sert Ce 210 AU RC g [Rr 2 PE 
1 APT FPS, Ge. ns > 4 É CR 
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calculer une formule par logarithmes, on commence 
par disposer le calcul avant de chercher aucun 
nombre dans la table; on écrit en même temps les 
caractéristiques, que l’on connaît sans avoir à les 
chercher dans la table. | 

Exempzce I. — Soit à calculer la valeur x donnée 
par la formule : 


3,45><3,34 x 35,2 
894 0,034 


Le log de x s'obtient en ajoutant les logarithmes 
des facteurs qui sont au numérateur et retranchant 
les logarithmes de ceux qui sont au dénominateur; 
il revient au même d’additionner leurs cologa- 
rithmes. On disposera donc le calcul comme :l 
suit : 


Im 243,45 = 0. 
log, . 3,34 — 0, 
$ OMR 1 
: colog 894 À 
colog- 0,034 = 1, 
(or 
Li 


Le calcul étant ainsi disposé, on recherchera dans 
la table les parties décimales; on aura ainsi : 


log 3,45 —0,5378 
TO 5 3e 00257 
10-302 +r,0468 
colog 894 — 3,0487 
colog - 0,034 — 1,4685 


MES RAA 
0% = 1202 


_398 ALGÈBRE ” 


d’où : | 
g=13,34. 


On a écrit à vue les colog. 

Dans le cas où il y a des calculs auxiliaires à 
effectuer, on a soin de les disposer aussi d'avance. 

Exempze 11. — Calculer la valeur de x donnée 
par la formule : | 
(342) Na 


V3,45 X 872 


On disposera le calcul comme il suit. 


PA 


CALCULS AUXILIAIRES. 


log 34,2 pu log 3,5=0, 
2log 34,2 ee 3 log 3,5= 
log 3,45 = 0, 
log 872 =2, 


log -3,452<872—= 
I 
4 
colog 13,45 >< 872 — 


log. :3,40 K972— : 


CALCUL DÉFINITIF, 
2 log 34,2 Frs 
: 108423: = 
colog V 345% 892 


> log LEZ 


L'— 


Un ce bleu fait, els mere 
a consultera la table Hu rechercher les PR 


E.. par Ja Danser pion des nd: intermé- 
aires ; ainsi, dans le tableau DRAC E tous les 


on. ce es RE que posssible, a A 
ette RU PRE ae us on adoptera, par 


Le >< 6m 
; dog z= 


Lg 3 HET 
IT. INTÉRÊTS COMPOSÉS 


e des logarithmes est le plus utile est as leu 
des intérêts composés; c’est pourquoi Jon a lhabi- 
de les étudier Hors les a AVES pen pe | 


S 'est guère logique d'associer. 


165. Intérêts composés. — On dit a 
somme d'argent est placée à intérêts composés 


sque les intérêts produits par cetté somme au 
d une certaine période ne sont pas payés au 55 































apart 





Fe sont ainsi aapialids est mr 


retraites, sur le Crédit foncier, ete. ). Nous ver 








5 mois ou d’un an; nous ne nous occuperons qu 
du cas où elle est d un an, Ainsi, Pierre prête 
pou 10 000" à intérêts composés, au taux de Enr 


oc pas à Pierre les 500" d'intérêt annuél qu 
doivent rapporter les 10000 au taux de 5o/o, mai 


rapporteront dès lors 5o/o d'intérêt, c’est- de 
525" en un an; au bout de la seconde année, Te 
dette de Paul sera donc 10 500 + 525, c’est-à-dire 
11020", lesquels rapporteront intérêt à 5ofo, soi À 
5516,25 en un an. Au bout de la troisième année, 
la dette de Paul sera donc : 11 Dune 25 
— :1 596", 25, © ainsi de suite. 
Au premier abord, il peut sembler fort naturel 
que l'intérêt non payé vienne ainsi augmenter la 
dette et rapporte lui-même intérêt; il ne semble pa 
qu'il y ait la un problème éééentiole différen 
de celui des intérêts simples, mais seulement ur So 
cas particulier. Mais ce cas particulier est d'une” 
très grande importance dans beaucoup de questions È 
pratiques; de plus, la progression très rapide des” 
intérêts accumulés pendant un grand nombre d’an- . 
nées conduit à des conséquences véritableme: 





effrayantes, qui ont nécessité une réglementati on 


spéciale des prêts à intérêts composés (lois su 
prescription quinquennale des arrérages ; sur v( 
lance de l’Etat sur les sociétés d'assurance et 


en effét que la possibilité de placements : à int 
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composés sans-aucune réglementation entrainerait 
des conséquences tout à fait inadmissibles. 


1660 Formule des intérêts composés. — Soit À 
uné somme, placée au taux de æo/o l’an; c’est-à- 
dire que 100" rapportent a francs ; la somme À rap- 


we ACR ie | £ | 
porte par suite ARS et l'intérêt, ajouté au capital, 
donne au bout d’un an une dette totale de : 


Rent 1e. 


100 
Ainsi, on a la règle suivante : 


RèGce. — Pour obtenir la valeur totale d'une 
somme À augmentée de ses intéréts, au bout d'un 


a 
an, on multiplie cette somme par le binome 1 + —— 


100? 
a étant le taux. 


Nous pouvons appliquer cette même règle à la 


a 
somme A(: + <) qui se-trouve placée pendant 


100 


‘une nouvelle année; nous trouvons ainsi qu’au bout 
de deux ans, la dette totale est devenue : 


2 
A — i) (: +) = A(: +2). 
100 100 100 
On pourra appliquer encore la même règle, et 


l’on obtiendra, pour la valeur de la dette au bout 
de la 3° année : 


2 EN 3 
A(i+-) (+-2)=a( + | 
100 100 100 


Au bout de x années, la dette deviendrait : 


. 


Bonez. — Algèbre, 29° cycle, 26 




















Puel Jour 100. | 
167. Applications. — PROBLÈME é Une somme d 


20 ans, au taux de. 4 0/0. Quelle est la som 
totale due au bout.de ces 20’ ans ? 
On a ici : \ 


A — 10 000, Rat 1+——=1,04$ 


on obtient donc : PUROX 
à 10 000 X (1,04)®. 


* at 
AT Eur 1° 
‘ Re 


Calculons cette expression par logarithmes. # 
On a : à Le 
log I ,04 Z 0,0170 
20 log 1,04 410,01 
log 10000 


: = £ 4,34 









Æ 


la somme de 10 000" est plus que doublée. re 
: Remarque. — On voit que l’on est amené à mt 
tiplier par 20 le logarithme de 1,04; l’erreur coi 
| mise sur ce logarithme par le fait que l’on néglig 
les décimales qui suivent la 4° se trouve ainsi Le 
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blement augmentée ; aussi est-il utile, pour les pro- 
blèmes d'intérêts composés, d'avoir les valeurs 


a 
très exactes des logarithmes du binome 1 + — 
100 


pour les valeurs du taux à qui sont les plus usitées. 
Nous les donnons ci-dessous avec 10 décimales : 


= 


0,0086001718 
0,0096633167 
0,010723865/4 


0,0117818305 
0,0128372247 
0,0138900603 
0,0149403498 
0,0159881054 
0,0170333393 





. Bien entendu, on ne prendra que le nombre de 
_ décimales nécessaires pour avoir 4 ou 5 décimales 
exactes après la multiplication ; en général, 6 ou 
décimales suffiront, à moins que le temps ne 
_ soit très long. . 
_ Prosième Il — Quelle somme faut-il placer à 
intérêts composés, à 3 0/0, pour toucher 1000" dans 
50 ans ? | 
En nan par x somme cherchée, on a : 


21,03 %= 1000 


log x — 3 — 50 log 1,03. 


Or, en a : 
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log 1,03 — 0,012837 
bolog 1,05 —0,6418 
colog (1,03) 1,35815 

ri 
"log r 2,300 


On trouve dans la table que 0,358 a pour anti- 
logarithme 2,280. On a donc # — 228" environ. 

PROBLÈME II]. — Les héritiers d'un fournisseur 
de la cour de Louis XIV réclament une somme de 
234" qui léur serait due depuis le 15 février 1675 
avec les intérêts composés à k 00 depuis cette date. 
Quelle somme aurait dû leur payer le gouvernement 
francais le 15 février 1903, si leur réclamation avait 
été admise ? 
- La durée de la dette est 1903 — 1675 = 228 ans; 
la somme due serait donc : 


es 234 (1,04), 
Or, on a : 

log 1,04 —0,0170333 
228 

1362664 

340666 

340666 
228 log 1,04 — 3,8835924 
log 234— 2,3692 
logr — 6,25279 


L’antilogarithme-de 0,25279 est environ 1,789; 
la somme due s’élèverait donc à 1 789 000" environ. 
PROBLÈME IV. — Quelle est la somme produite 
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par 1" placé à intérêts composés pendant 1000 ans, 
D210/0 Fan? ’ 

| Cette somme est: 
Ps t02) 0: 
On a donc : 


log x — 1 000, log 1,02 cs 8,600 17. 


On en conclut x — 398 100 000, c’est-à-dire près 
de 400 millions de francs. 

ProBLèME V. — Dans un tombeau égyptien, remon- 
tant à 4000 ans, on découvre une pièce de bronze 
d’une valeur de 0",05 ; quelle somme aurait rapportée 
cette pièce aux héritiers de son propriétaire, si elle 
avait été placée à intérêts composés au taux de 
9 1/2 0/0 ? 


La somme x cherchée est donnée par la formule : 
DR ro, 0 GS h) 
Nous avons : 


log 1,035 —0,0149403498 
4000 log 1,035 — 59,7613992 
log 0,05 — 2,6990 
log x — 58,4603992 
L’antilogarithme de 0,46 est 2,884 ; il faut déplacer 
la virgule de 58 rangs vers la droite, ce qui donne 


un nombre de millions de milliards de francs qui 
c'écrit : 


28 840 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000. 


| EXERCICES SUR LE CHAPITRE ch 


215. — Trouver le get terme d'une progression artnet 4 
dont le premier terme est 2 et la raison 5. AH OUES LES Ÿ 
216. — Trouver le 8€ terme d’une progression sers Fe 
_ dont le premier terme est 5 et la raison 2. | 
217. — On raconte que l'inventeur du jeu des éch 
demanda comme récompense : : 1 grain de blé pour la premièr Le 
case de l'échiquier, 2 grains pour la seconde; 4 grains pour - 


la troisième et ainsi de suite en doublant toujours, ML 


32, 5. 0,30923 
3240 . 82,4254 
60000 $ 0,0082345 
3,02 0,0034597 
0,304 : 72320 0000 


dents ? ? 

220. — Quel est le cologarithme de 100? 

221. — Former les produits par 2 et ee e par 
des per EIRE suivants : 


2,3425 Ê | 1,85648 
2,3425 * 2,85648 
3,3425 AUS 8008 
3,3425 . 2,85648 


SH462 
2,4383k 





hé PARA EUR "1 Ti à ET Lars MS = ns, 
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x — (0039) AN UTRE ue 
342 X 8,46 X< V2,34 
AL PEUR SRE RS 
__V35 Vh2 V26400 


7 (34) (3,42)7 


224, — Quelle est la valeur totale d’une somme de 5oof' 
placée à intérêts composés pendant 8 ans au taux de 3 0/0? 

225. — Quelle somme doit-on placer à intérêts composés 
au taux de 4 0/0 pour obtenir 1 000 oooff au bout de 75 ans? 

226. — Pendant combien d'années doivent rester placés 
1000! à intérêts composés, au taux de 4 o/o pour que la 
valeur totale, capital et intérêts, devienne égale à 154ofr? 

227. — Pendant combien d'années doit rester placé un 
capital de 2000!" au taux de 3.0/0 pour que la somme du 
capital et des intérêts accumulés atteigne 5000"? 
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EXERCICES DE RÉCAPITULATION 


228. — Résoudre et discuter le système 


y—3%æ—h-.,  hy—hx = 

m+2y—3 TOY av 
dans lequel x et y désignent les inconnues et # un nombre 
donné, positif ou négatif. 

229. — Trois événements futurs À, B, C sont tels que l’un 
d'eux seul se produira à l'exclusion des deux autres (par 
exemple, de trois coureurs, un seul arrivera premier; dé 
trois candidats, un seul sera élu, etc.). Pierre tient une agence 
de paris dans les conditions srivantes; si un parieur lui 
verse + francs en pariant pour À, il lui remboursera ax francs 
si l'événement À se produit et ne lui remboursera rien si 
l'événement À ne se produit pas; « est dit la cote de À; on 
désignera de même par b et c les cotes de B et de C. Ceci 
posé quelles sommes. x, y, z doit-on parier respectivement 
sur les événements A, B, C, pour gagner sûrement 72 francs, 
quel que soit l'événement qui se produit. Quelle: condition 
doivent vérifier a, b,c' pour que ces sommes soient toutes 
trois positives, Dans le cas où ces sommes sont négatives, ce 
qui sera toujours le cas si Pierre n’est pas trop maladroit, on 
peut seulement résoudre le problème suivant : s'arranger de 
manière à perdre, quoiqu'il arrive, une même somme 72. 

230. — Calculer les côtés d’un triangle connaissant les 
“médianes «, 8, y. Dans quel cas le triangle trouvé est-il rec- 
tangle ? 

231. — Résoudre le système : 


: æ+y—=a 
æy = b 
Discuter. 
232. — Résoudre le système : 
æ+y —=a 
a? y? — b2 


Discuter. On pourra ramener ce problème au précédent, 
233. — Résoudre le système : ; 
æ +y —=a Re 
x3 _ PE — b3 | 
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Discuter. On pourra ramener ce problème au n° 195 en 
exprimant æ° +7 au moyen de x +7y et de xy. La même 
remarque s'applique aux deux exercices suivants, 

234. — Résoudre et discuter le système : 


æ y —=a 
at y — bé 
> 235. — Résoudre et discuter le système : 
? 
z Ly —a 
PRE nm 
236. — Résoudre le système : 
æ y +z —=a 
a? + y? + 2? — a? 
æ3 — y3 + 23 — ai 





| 2 
* 237. — On donne la hauteur , le volume se et l'un des 


rayons de base r d'un tronc de cône; calculer l'autre rayon 
de base. 

238. — On donne un triangle ABC ; déterminer sur BC un 

- point O tel que le parallélogramme admettant pour côtés les 
droites AB, AC et les parallèles à ces droites menées par le 
point O ait un périmètre donné ol. 

239. — On donne un triangle ABC rectangle en À; déter- 
miner sur BC un point O tel que le rectangle ayant pour 
côtés les droites AB, AC et les parallèles à ces droites menées 
par O, ait une aire donnée me. L 

- 240. — Étant donné un triangle ABC, on appellera rec- 
tangle inscrit dans ce triangle un rectangle MNPQ tel que M 
soit sur AC, N sur AB, P et Q sur BC; on demande de déter 

> miner un tel rectangle connaissant son périmètre 24 et son 
aire b?. 

241. — Étant donné un triangle ABC on dénande de 
déterminer un triangle rectangle tel que les différences entre 
ses côtés pris deux à deux soient les mêmes que pour le 
triangle donné. Discutér. | 

242. — Dans un triangle ABC on donne le côté BC— a, 
l'angle À et la hauteur k issue du sommet A ; calculer les 
côtés AC — b et AB — c; discuter. 

243. — Dans un triangle, on donne le côté a, le rayon R 




























côté a; calculer les côtés b et c. Dire 
244. — Dans un triangle, on donne le côté a, la somme à 
b+ c des deux autres côtés et l’angle À opposé au côté as 4 
calculer les côtés b et c. Discuter. e 
245. — Soit ABC un triangle, AH la hauteur, AS la pisse 
sectrice, AM la médiane, issues de A (H,5, M sont situés "4 


sur BC); résoudre le triangle connaissant les longe 
 AH—h, AS—s, AM — m. Discuter. : 

246. — Couper un trièdre ‘trirectangle par un plan de 
facon que le triangle obtenu soit égal à un triangle donné. 

247. — Étant donné une sphère du centre O et un petit 
cercle (C) de cette sphère on désigne par (E) la plus petite” 
des deux portions en lesquelles le plan de (C) partage la 
sphère et par (T°) le cône qui a pour sommet O et pour base 
(C). On donne le rayon R de la sphère et on demande de 
déterminer la rss x du plan de © au centre de la ee 


l'aire latérale du cône (T'). Discuter. à 
248. — Les notations étant les mêmes que dans l'exercice | 
précédent, déterminer x de manière que le volume de la. 
calotte (2) soit égal à p fois le volume du cône (Nr). Discuter. 
249. — Dans un triangle on donne un côté 4, la différence 
b — c des deux autres côtés et le rayon du cerele circonscerit; 


calculer les angles B et C. Discuter. ME à: 
250. — Dans un triangle on donne la surface S, le péri- 
mètre 2p et l’un des angles À; calculer les deux autres angles 

B.et C. Discuter. d 
251. — On considère l’ équation ai second degré en æ : 
(1) ad? — 6% + 5 Æ z (a? — 5x +6) = 


Quelles sont les valeurs de z pour tesquellés les racines 
de cette équation sont égales ? On désignera ces valeurs par 
z, et %,; par x, la valeur commune des racines de (2 ) pour. 
ZEdiy ét par ‘2 leur valeur commune pour 3 = 2, ‘Soient 
maintenant x’ et x" les racines de (1) pour une valeur que 
conque 3, distincte de z, et de z,; ou demande de calculer 

(a'— æ) (2° —x,) 
Gal = #4) 
cette valeur ne dépend pas de z. 


valeur de l'expression : et de vérifier | ue” 


22) 7 


+ A 


ARE I 


gaiif est un nombre positif ou négatif suivant que n est 
ir ou u impair. Calculer les valeurs de l’expression 


DE CorebEenrtto 


2 support successivement n pair et impair, 


#7 


: 258. — - Calculer-la valeur de ÿ donnée par la formule 


DR et 


supposant x L——0,1; Y— 10. à 
. 255. — Trouver la relation qui existe entre les abscisses 
de quatre points A,B,C,D, d’une droite formant une division 
monique, ( éatidire tels que l’on ait : 


un triangle équiltéeal d’un point M intérieur à _ce ul 


ignant la hauteur du triangle. Quelles conventions de Fe 
> faut-il faire pour que cette relation subsiste . Re 
soit de Don du put M dans le Has duü triangle? 
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CHAPITRE II 





258. — Diviser le polynome : 

15a+b8x2  8aëb8xé L 12a9b3x7 3 

var le monome 6a*bx? 

259. — Diviser le polynôme | | 
8a225y8 E hakxky7 + 32a5x3y9 


par le monome 16a?x°7?. 
260. — Etant donné le polynome 


ga3bbx8y 125  3atx5y2z9 L hhaNylzt 


_ quellés sont les plus grandes valeurs que l'on peut donner 
aux exposants M,n,p,q,r pour que ce polynome soit divisible 
par le monome ? — 


2qa"b"xPy1z" 


Quet est alors le quotient ? - 
261. — Vérifier les identités : 


am — am — (x — a) (am —1 + ax —2 LE am—t) 
am — am — (æ -- a) (x2m —1 — Gym —2 dxm—3 =), — a?n—1) 
am Æ an HA (x + a) (am — axèm—A1 E ,,, + am} ; 
262. — Vérifier l'identité > 
ab — c) + bc — a) + ca — 6) +(a— b)(b—c)(c—a)—=0.* 
263. — Vérifier l'identité 


h[(ac'— ca/)2 — (ab! — ba!) (bc! — cb!)] ie 
= (2ac' + aca' — bb")? — (52 — hac) (b/2 — ka'c'). 


CHAPITRE III 


264. — Résoudre l'équation 


3T— 1. 2 
Œ—I Æ—1 





+ 1. 


Li LA . LA I 
… On prendra comme inconnues auxiliaires ze re 


LA » LA LU I 
On prendra comme inconnues auxiliaires 
X— 


— 


EXERCICES SUPPLÉMENTAIRES 


265. — Résoudre les équations 


Pres: 




















2bc 2ca 2ab a € 
à — b D —c Cr 

Fe pet no LSp ue Vo 

a. c—b :æ— 0. 3x 


bte lctataté atbte 


ax a2—x  habx + 2a?2 — 2b? 





| B—x BEx be — x? 
266. — Résoudre le système 
a+ y+ sm 
ax + by+ cz —0o 


a?x + b?2y + c?z = 0. 


267. — Résoudre le système 


c+ykz—u—:15 
+ y—z+u— 33 
D y + z + u—= 35 
—2+y+ztu—o. 


413 


On pourra prendre comme inconnue auxiliaire la somme 


æ+y+ztu—s. 
268. — Résoudre le système 


+ 


I | 
— —Z= 12 
T y 
2 LR 14. 
Rd y 


269. — Résoudre le système 





ZT—1 y—38 





et 
I 


270. — Résoudre le système 


I se 7 a 
22% + 3y —5 5x —8y +2 

LU USER RL TRANS 
22 3y—5 bx—8y ia 


I 


O9 

























I EE 
Re Le saUune fois ces inconnues anihires en 
9x — 87 ar +: 





calculer æ et 7. ? 


271. — Résoudre le système 
tr: y ‘ 
15 
mA LEE 
Ty a+. 
272. — RÉSQUre le système 








Vs - LS 


- 273. — Résoudre le système 
tu D uy L'yES el 


ux + æz + zu = zux | NS 
ay + yu + ux = uxy RUE 
yz + 2x + ay —axyz. l 

274. — Démontrer que l’on peut élever au carré les deux 4 
membres d’une inégalité dans le cas où ils sont Pat LE 
tous les deux. LE 

Montrer par des exemples que cette opération n'es pa 
toujours légitime lorsque les deux membres ne sont pas di 
même signe. que se HUE -t-il lorsqu'ils sont négatifs. to 
deux ? 

275. — Lorsqu'une inégalité renferme un dénominatés 
dont on ne connaît pas le signe on peut, pour la résoudr 
multiplier par le carré du dénominateur qui est toujou 
positif. Appliquer cette remarque à la résolution des inéga= 
lités suivantes Ne Rs 

PRES 3x — 8 1 


Ce LITTSNE 


aus a 2>3 ae + (Ga = be A 





FE 



















CHAPITRE IV | + 





: 276. — On considère un cercle de centre O0; soit / 
diamètre de ce cercle; on trace deux DRPUES ayant respect 








_ vément pour diamètres AO et BO; calculer le rayon d’un 
HErcre tangent à ces trois cercles. 

277. — On donne deux cercles égaux; calculer le rayon 
d'un cercle tangent à ces deux cercles et à la droite qui joint 
its centres. 

| 278. — On donne un cercle et une tangente à ce cercle. 
… Déterminer sur le cercle deux points À et B tels que, en 


désignant par AA’, BB' les perpendiculaires abaïssées de ces 
_points sur la Dee donnée, le quadrilatère ABA'B’ soit 
un carré. 





/ 


A 279. — Un vaisseau fait en dix heures 110 milles en 
_ suivant le courant et 70 milles en le remontant, — Lors 
_ d'un autre voyage il fait dans le même temps 88 milles en 
_ suivant le courant et 84 milles en le remontant. — Combien 


» 


_ de milles ce vaisseau peut-il faire 
. calme et quelle est la vitesse du courant? 
- 280. — Un marchand a deux tonneaux renfermant des 
quantités inégales de vin. Il verse du premier tonneau dans 
_ le second une quantité de vin égale à celle que contenait le 
- second tonneau; puis il verse du second tonneau dans le 
_ premier une quantité de vin égale à celle qu’il avait laissée 
… dans le premier tonneau; enfin il verse du premier tonneau 
_ dans lé second une quantité de vin égale à celle qu’il avait 
Dé dans le second tonneau. Chaque tonneau se trouve 
alors contenir 80 litres. Combien contenaient-ils au début 
% Fun et l’autre ? 
281. — Deux corps se meuvent le long d’une circonférence, 





Fans le même sens, à partir de deux points différents, La 


hs petite distance qui les sépare, mesurée le long de la 
. circonférence, est de 16 mètres; l’un des corps rattrapera 
te en 32 secondes s'ils Se meuvent dans un sens où en 
. 40 secondes s'ils se meuvent dans le sens opposé, Tandis 
2 _que l’un fait une fois le tour de la circonférence, la distance 
_ parcourue par l’autre excède de 4,50 la longueur de la cir- 
_ conférence. Quelle est cette longueur et avec quelle vitesse 
_se meuvent les corps ? | 
= 282. — Un éleveur a une qualité de fourrage suffisante 
per nourrir ses vaches durant un laps de temps. S'il ven- 
 dait 95 vaches, son fourrage durerait 20 jours de plus. S'il 
_ en achetait 100 au contraire, il durérait 15 jours de moins, 





à l'heure dans une eau. 
























Conbien a- 4 de vaches et pour. combien de j jours . 
fourrage ? Ferro 
283. — Un alliage de plomb et d’étain pèse 20 kil >= 
grammes; lorsqu'on le plonge dans l’eau, il perd 2 kilo- 
grammes de son poids. Trouver le poids du plomb et de 
l'étain contenus dans l’alliage sachant que 5 kilogrammes s 
d'étain perdent 685 grammes de leur poids si on les plonge 
dans l'eau et que 2K8,5 de plomb perdent 23 grammes. 
| 284. — On emploie un certain nombre d'hommes durant 
RE _6 heures pour transporter un tas de pierres d’un endroit à 
un autre. S'il y avait eu deux hommes de plus et si chaqu 
= homme avait porté 4 kilogrammes de plus à chaque voyas 
il y aurait eu une heure de travail en moins. S'il y. 
eu trois hommes de moins et si chaque homme avait p. 


H) És en moins à te voyage il y. aurai! 


6 . voyage! ? Pi 
ES 285. — La capacité totale de trois tonneaux ‘est # 
c JE 440 litres. Deux de ces tonneaux sont pleins et le troisièm + 
est vide. Pour remplir le tonneau vide il faut tout le cont a 
344 du premier tonneau et 1/5 du contenu du second, ou tout 


la capacité de No des tonneaux ? US 
" 286. — Trois frères désirent acheter une maison 4 Le 
| 70 000 francs. Aucun d’eux n’a assez d'argent; si l’aîné do 


un quart de ce qu’il possède, chacun des deux dernier 
ae aurait une somme suffisante pour acheter la maison. Ma 
fe. l'aîné emprunte au troisième la moitié de sa fortune 
_ achète la maison. Combien possédait chaque frère 500 
287. — Quatre hommes ont un travail à faire, A et B 


de ces hommes Se perénent eten combien de temps le feron 
ils tous réunis ? 
288. — Résoudre le système 


x tgz + (21 — 1) siny =#4 
(22 + 3) tgæ + (41 —5) siny —8. 
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Discuter: Quelle valeur faut-il donner à » pour que sin y 
_ soit égal à 5? soit égal à — 1? Quelles sont alorsles valeurs 


“dé x? 

289. — On considère une ligne brisée plane dont les 
angles sont tous droits : A,B;:A°B,A,B;A,B;. Les côtés A1B,, 
A:B,, A3Bs, AB, sont donc tous parallèles à un même 
axé ox; on désignera par li, ls, ls, L, leurs longueurs, comp- 

__ tées avec un signe; on suppose de plus, que À,B, est sur la 
- _ même droite que A1B1. Ceci posé, on suppose que les côtés 
Le: A:1B:1, A2B>, A3B;3, A.,B, sont des barres métalliques dont 
_ les coefficients de dilatation linéaire sont respectivement 
… À, X, > X,. Déterminer les longueurs que l’on doit donner 
_ à ces barres pour que : 
10 la distance AB, soit égale à 3 mètres à toute tempéra- 
miure PAU 
29 AB, et A:B3 soient égaux et de même sens; 
_ 3° AB: et A,B, soient égaux et opposés. 
Discuter. 
_ 290. — La figure étant la même que dans l'exercice pré- 
 cédent, on suppose que les 4 métaux considérés sont tels 
. que la longueur d’une barre de longueur / à zéro est donnée, 
à la température t, par les formules suivantes : 


DU" LU + at + bit + cit) 
SRE lb (1 + at + bot? EL ct3) 
È | = là Æ ast LOS L'ests) 
2533 | le = (1 + ait + b,t2 H c,t3) 





pour les quatre métaux respectivement. Déterminer les lon- 
gueurs des barres par la condition que AB, soit Lt à L 


% pour toute valeur de £. Discuter. 
D CHAPITRE V 
À … 291. — La pente d’une route étant supposée régulière, 


% 


déterminer l'altitude du point situé à 15 kilomètres de l’ori- 
gine de la route; sachant que les points situés à 5 kilomètres 
__ et à 40 kilomètres de l’origine ont pour altitudes Ga din 
ee 142 mètres et 732 mètres. 

1 . 292. — Trouver l'équation de la droite qui passe par le 
point x —2, 7 —83 et par le point x —7,y—-—4. On fera 





Bonez, == Algèbre, 2° cycle, 27 

















eo 
DE dog 


tué l'ibéciide on point d'intersection avec Ox a bi n 
figure la valeur que l’on déduira de l'équation. FERA 

293, — Trouver l'équation de la droite qui passe p par 
point æ——,y——5 et par le point æ— 4, ÿ =1: Mè 
vérification que dans l'exercice précédent. TRSATTA 





















To 


=" 74 ; m = — 3 m'=—2.- ) 
ne m —= | DR En Le à É 
4° | Mm—— 1 de 
5° m —= 2 me Re 





passer les droites par l’origine. 
295. — Les sommets d’un triangle ABC ont pour 00 
données Le. 


A T—= 2 y = 
B x 5: TEA 
C 5 y es 





Former les équations des côtés, en déduire leurs pei 
et calculer ensuite les angles du triangle: : » 

On fera la figure en prenant le centimètre pour unité. 
296. — Démontrer que pour que deux droites soi 
_ rectangulaires, il faut et il suffit que leurs coefficients an 
laires m et m' vérifient la relation E 





pendicuairenent sur la droite 


7 20 — 3y —5. 





Faire la figure en prenant le centimètre pour unité. 


LS 


Trouver er l'équation de la perpendiculaire abaissée 
tx — —= 2 À à sur la droite 


” es 2æ+5y+i=o 
Péslculerles données du pied de cette perpendiculaire. 
_ On fera la figure en prenant le centimètre pour unité 

_ 298. — Former les équations des hauteurs du triangle 
: ‘ABC de’ l'exercice 295; calculer les coordonnées des pieds 
_de ces hauteurs et de leur point d’intersection (on vérifiera 
ne ‘elles se coupent toutes trois en un même point). 


CHAPITRE : VI 


299. — On appelle Late aux inverses des racines 
lune Res ss du second degré une équation qui 


\ 


1 pe 
7 et UE si l’on désigne par æ et x” les 


ist 


aux inverses des racines de l'équation 
£ ax? L bx+c—=o 


les racines de l'équation donnée. Démontrer que l'équation 


cx? + bx + a—o. | 


es de second terme. En déduire une ONE manière 
obtenir la formule de résolution de l'équation du second” 
egré. 

pot — Résoudre l'inégalité 






















on E Euayllers 1e’ premier tnérnlse par 


dues b'}?. : FRE va ET ; 
302. — Résoudre l'inégalité : RU 


a(x — à) (x — ) @—n> 0. 
303. — Résoudre l'inégalité : 63) 
afr—a)(#—6)(t—)(&—8) > 0. 
304, — Résoudre l'inégalité 


: TA ax? + bx Pr re + 
a'x? + b'x + c’ > 0. 


On multiplie les deux membres par (a a+ Va Lofte 
- est ramené à l'exercice 308. . 
305. — Résoudre les inégalités suivantes 


806. — On donne l'équation du second degré < 


R SES 





fre) f(m°) <'o des 
| l'équation a certainement une racine comprise entre m et 
Silona .:5" ER 
fm) fm) > 0 | | 








à 


quatre cas sont à priori possibles : ou bien l'équatios 
pas de racines; ou bien les deux racines de l'équation sc 


comprises entre m»m et m'; ou bien les racines de l’équ: 


“ 


__ sont toutes deux supérieures àametàm, ou bien les 






— 
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racines de l’équation sont toutes inférieures à m et à m’. 
Distinguer entre ces quatre cas en imitant la discussion de 
la page 230. 
307. — Discuter l'équation : 
(À + 3) sin?æ — 4(i + 1) sin x + 21 — 0. 


On utilisera l'exercice précédent en prenant m—1, m—1. 
308, — Résoudre l’équation bicarrée 
| ag + ba? + e — 0. 

On pose x?= y, ce qui donne une équation du second degré 


en y qui admet deux racines 7’ et }”; si ces deux racines 
sont positives, l’équation proposée admet les quatre racines 


HV Vo + Vs — 


309. — Résoudre les équations 
2 — 1322? + 36—=0 
dh— hx?+ h=o 2 


ah — 6x? + 5=0o 
xh— hx?2+ 3—o 
x + 22%2— 3—0o 
ax RE 5x2— 5 —o 
dh— x 1—=o 


at + 322 + ji" 0. 


_ 310. — De la discussion de la page 218, déduire le nombre 
des racines de l’équation ax* + bx? + c—0o. 


311. — Résoudre les équations suivantes 
mb 2—a na, b 
Ga gb bia 


Mrs lobe 
(a — 2) + (x — bp 


= 4% b, 


812, — Discuter l'équation 
(1 + D) cos x — 3) cos?2x + 1 — 0, 


Déterminer les valeurs de x pour 1=1. 
313. — Déterminer a, b, c de manière que la parabole 


y= am + br+e 
passe par les 3 points A, B, C de coordonnées suivantes : 
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rune, les hommes ont te 240 francs” “ les femmes 


posée? 


résultats. Il se trouve obtenir la solution exacte, Quel était 


_et pour la remonter en allant contre le courant. Sachant qu 


hommes 2 








A LES D y—=k É 
B DR y =0 
C TE <=" 0 = 


La construire en prenant le centimètre pour unité. 


L 2 


CHAPITRE VII ù 





















également 240 francs. Sachant que chaque homme a dépensé 
10 francs de plus que chaque femme on demance de combie 


315. — Un élève a à ajouter un certain DObES à he 
retrancher ce: même nombre de get, en fin de compte, à 
multiplier les résultats. Il se trompe, ajoute le nombre donné 
à 9 et retranche 4 du nombre donné. Puis il multiplie le 
le nombre donné ? & 

316. — Un certain nombre de pièces de 1 franc peuven 
être disposées en carré, chaque côté du carré contenant 
51 pièces, si le même nombre de pièces était disposé en deux. 
carrés, le côté de l'un de ces carrés comprendrait 21 1 pièce: 


és ï 
Le 


Dointe. respectifs A et B et se rencontrent au bout de 
32 secondes; si l’un des corps met 24 secondes de plus qu 
l’autre à parcourir la distance de A à B, combien de temp 
mettent chacun de ces corps à parcourir ‘cette distatéet : 

318. — Un bateau met 4 heures et 12 minutes pour des. 
cendre une rivière de 12 kilomètres dans le sens du couran 





la vitesse du courant est de 3 kilomètres à l’heure, o 
demande à quelle vitesse ira le bateau dans une eau calm 

319. — Deux hommes partent en même temps pour alle 
de À à B, distants de 36 kilomètres l’un de l’autre. L un fai 
1 kilomètre à l'heure de plus que l’autre et arrive à B ur e. 
heure plus tôt que lui. Quelle est la vitesse de chacun dec s 


Er: 
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320. — Dans un rectangle dont les côtés ont respective- 
ment & et b mètres un second rectangle est construit, Les 
côtés du rectangle intérieur sont également distants des 
côtés du rectangle extérieur et la surface du rectangle inté-' 
rieur égale la nM€ partie de la surface restante du rectangle 
extérieur. Quelles sont les longueurs des côtés du nectanate 
intérieur ? Application : a— 70", b— 52,5, n— 1. 

321. — Inscrire dans un triangle un rectangle d’aire 
donnée. — Discuter. 

322. — Inscrire dans une sphère un cylindre de révolu- 
tion dont la surface latérale ait une valeur donnée, — Dis- 
cuter. 

323. — On donne Re droites faisant un angle & et sur 
l’une d’elles deux points À et B situés respectivement à des 
distances a et b de leur point d’intersection O. Déterminer 


S TE El 
sur l’autre droite un point M tel que l’angle AMB ait une 
valeur donnée. On prendra comme inconnue OM= x. — 


Discuter. 

._ 324. — On donne une demi- Srroobterenee de diamètre 
- AB; soit M un point de cette demi-circonférence et P la 
projection de M sur AB; déterminer la distance AP —x par 


la condition que l’on ait 
AP HE PM=— »R, 


-m désignant un nombre donné et R le rayon de la demi- 
‘circonférence. — Discuter. 

325. — Trouver sur une droite donnée un point M tel 
que la somme de ses distances à deux points F et F’ soit 
- égale à une longueur donnée »a. On désignera par P le point 
Scion de la droite donnée avec FF’, par & l’angle 


KP, par d— c la longueur PF, par d+c la longueur PF! 
et par + la longueur PM. — Discüter: 


CHAPITRE VIII 


326. — Déterminer les coefficients de la RUN homogra- 
phique 
ï b 
ÿ ax + 


Tax +6 










Nr 
Li \ 
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: de telle manière que 


À pour æ—2 . l'on ait y= Se 
en = NE pour 2=4h. l’on ait ; = — 2. É 


“ar la valeur de la fraction ne er pas ne l'on a 
plie a, b, a', b' par un même nombre. On choisira ce multi- 
Slicateur de manière que à, b, a', b', soient des nombres 
entiers premiers entre eux dans re ensemble et que a soit. 
positif. Le problème est ainsi complètement déterminé. ‘8 
Faire la figure en prenant le centimètre pour unité. st 


sa LEE 327. — Même question, en supposant que pour. a 
A0 I + I 8 ire 
en, 2 2, l'on ait respectivement 7— 3, ke 


328. — Montrer que la relation homographique qui por = 
x —=Ly, X9, Æ3 donne Y—71, Ÿ2 Ya peut se mettre sous 1 
forme : - | ; 

| Ya s Yi Ya LT Lee Uy  Bo UN 4 a 
5 ÉRRENS TD — D Li — Lg -s CHE 







Le. ax + b 
CPEEUNS 


CHAPITRE IX 


329, — Étudier les variations de l'expression 
R y=at— bath à se 


Construire El courbe répE sonate en prenant le centi 


pour unité. 
330. — Étudier les variations de 


y = x# — box? + 49. 


Construire la courbe représentative en prenant le demi 
timètre pour unité. + PRES 
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331. — Étudier les variations de 
y = 224 + 302 — 1. 


Construire la courbe représentative en prenant le centimètre 
pour unité. 

332. — Étudier d'une manière générale les variations du 
trinome bicarré 


y= axt + ba? + c. 
Discuter. 
333. — Calculer les dérivées des fonctions suivantes : 


y = Vz 
y —= Vx ==" I 
y = Va? — 3x F2. 
On remarquera si l'on a pour la première de ces fonc- 
tions | 





__ Vr + Az — Vx 
= 
et l’on multipliera les deux termes de la fraction du second 
membre par 
| Va Æ Az E Vr, 
On suivra une marche analogue pour les autres fonctions 
proposées. 

334. — Trouver la dérivée de Vu, u étant une fonction de 
æ dont on connaît la dérivée w’. 

335. — Lorsqu'un mouvement n'est pas uniforme, on 
appelle vitesse la dérivée de l'espace par rapport au temps; 
dans la formule de la page 191, on fait tendre Ae et At vers 
zéro. On appelle de même accélération la dérivée de la 
vitesse par rapport au temps. Montrer que si l’espace est 
donné par la formule 


eg 2_Lnt+n, 

où g, m, nr, sont des constantes, l'accélération est constante; 

ce mouvement est dit uniformément varié. — Réciproque. 
336. — Calculer la vitesse et l'accélération. dans le mou- 

vement représenté par la formule e —cos t. Étendre au cas. 


où l’on a 
e = a cos(wt + x) + b cos (wi + f). 








CHAPITRE XI 





337. — Insérer n moyens arithmétiques (ou géométriqn Le 
a} entre deux nombres donnés a et l, c’est former une progressi 
arithmétique (ou géométrique) dé n + 2 termes dont le pi 
___ mier terme est a et le dernier terme /, de telle manière aa 
_ y ait » termes de la progression entre a et l. 
Insérer 3 moyens arithmétiques entre 10 et 50. 
338. — Insérer 3 moyens géométriques entre 1 et 100 
339. — Insérer 6 moyens arithmétiques entre 10 et 24 
- 340. — Insérer 4 moyens géométriques entre 2 et 64. 
_ 841. — Insérer 20 moyens arithmétiques entre 1, 535 
2,94. 
342. — Insérer 7 moyens géométriques entre 1 Lo 
343. — . Calculer les HER des progressions arithmét 































337 à 342. ST HER 
_. 844. — Insérer 4 moyens arithmétiques entre 15 et — 50. 


345. — Insérer 6 moyens géométriques entre 10 et 3. 


. 346. — Insérer 4 moyens géométriques entre 4 t— à 
















347. — Insérer 6 _moyens géométriques entre +1 et— 

348. — Faire la somme des -progressions des exerci 
344 à 347. s 

349. — Étant, donnée la fraction périodique : 


LA 0,325325325..... 





géométrique de raison ane de faire la somme des npre- 


miers termes de cette progression et d'examiner ce qu 
devient cette somme lorsque n augmente indéfiniment. 
350. — Même question pour les fractions 


0,303430343034.... 
0,256317317317..... 





351. — Soit ABC un triangle, AH la perpendicul: 


] DK, # bordure abaissée de H, sur AC, etc. Casier = 
a somme de ces perpendiculaires après n opérations. Que 
devient-elle lorsque 7 augmente indéfiniment? On fera le 
calcul en supposant le triangle équilatéral et son côté « égal 
RAR +: Of prendra successivement 7 — 4 N—10, A — I 000, 
A — 1 000 000. 3 
352. — Dans un Coiue de rayon R on inscrit un ue 
quilatéral ; dans ce triangle on inscrit un cercle, puis dans 
e cercle un nouveau triangle STE et ne de suite 
indéfiniment. 
On ‘demande de calculer la somme des surfaces des 
cercles, la somme des surfaces des triangles, la somme des 
périmètres des triangles. Application : R— rm, 
_ 353. — On a des objets cylindriques égaux (morceaux de 
bois, tuyaux en terre cuite, etc.) que l’on empile de la 
_ manière suivante, On en place d’abord un certain nombre à 
- côté les uns des autres sur un plan horizontal, puis on forme 
‘une seconde couche horizontale en mettant les objets dans 
les : intervalles qui se trouvent entre ceux de la première, et 
. ainsi de suite, de sorte que chaque couche horizontale ren- 
ferme un objet de moins que la précédente. Combien y a:t-il 
À objets dans la pile, sachant qu'il y a 12 couches horizon- 
les et que la couche supérieure renferme 42 objets. 
354. — On a des objets sphériques égaux; on les dispose 
ut d’abord dans un plan horizontal en forme de triangle 
_équilatéral, en en plaçant 5 sur une ligne, puis 4 sur une ligne 
4 LS de manière que chacun touche deux des précédents, 
‘puis 3 sur une nouvelle ligne parallèle, puis », puis 1. On. 
pose ensuite des objets sur les précédents, de manière que 
chacun d’eux repose sur 3 des précédents; on obtient ainsi 
un nouveau triangle équilatéral dont chaque côté renferme 


4 objets au lieu de 5 et l’on continue de même jusqu’à ce SR | 
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